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RESUMEN

O objetivo deste trabalho é apresentar um modelo numérico para cabos umbilicais
hiperelasticos que experimentem grandes deslocamentos e grandes rotagdes. O modelo mecanico
resulta num sistema nio-linear, que é resolvido por um método de decomposi¢io-coordenagao
via Lagrangeano Aumentado. Este tratamento possibilita a descrigdo do acoplamento existente
entre flexdo e torgdo em cabos submetidos & grandes delocamentos.

SUMMARY

The aim of this paper is to present the numerical modeling of large displacements and large
rotations of hyperelastic pipeline. The mechanical model results in a non linear system, that
is solved by a Augmented Lagrangian splitting method. This treatement makes possible the
description of the coupling which appears between fleixon and torsion in the large dispalcements
of a pipeline.

INTRODUGAO

Técnicas numéricas capazes de tratar problemas n3o lineares vem sendo alvo de
inumeros pesquisadores. Isto se deve ao fato que, cada vez mais, surgen modelos
sofisticados para a descrigdo de realidades fisicas que, ao fim, geram sistemas de
equagdes nido lineares.

O estudo de cabos umbilicais representa un exemplo das situag¢des mencionadas
no paragrafo anterior. Na ligagdo entre plataformas e pogos petroliferos sao utilizados
cabos de grande comprimento (conhecidos industrialmente como cabos umbilicais) para
o transporte de fluidos (lama de perfuragio e Sleo bruto) e de sinais elétricos. A
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geometria particular destes cabos sugere a utiliza¢do de modelos que explorem este fato,
minimizando, assim, o custo em projetos e cilculos computacionais. Porém, ndo deve
ser esquecido que os mesmos cabos sdo, em muitas situa¢des de operagdo, submetidos
a grandes deslocamentos, aonde surgem efeitos complexos como o acoplamento flexio-
torgao.

Neste trablaho, serd utilizado, para a descri¢do do comportamento mecéanico de
cabos umbilicais, um modelo unidimensional baseado em' que permite, por for¢a das
poucas restri¢des impostas, a descrigdo do movimento de cabos que experimentam
grandes deslocamentos. Este modelo, que utiliza de uma forma sistematica a nogao dos
vetores diretores?, se mostra ao mesmo tempo simples e eficaz j& que, como serd visto
mais adiante, conduz a um problema “bem posto” do ponto de vista matematico, pode
ser resolvido numericamente e alcanga resultados muito bons na descrigdo de efeitos
como o do acoplamento flexio-torgao.

Para a solugdo de problemas de cabos umbilicais é proposta uma formulagio
variacional consistente que permite uma descomposigdo via Lagrangeano Aumentado,
gerando, assim, um problema de ponto-de sela, que é resolvido por um algoritmo de
UZAWA.

Por fim, sdo apresentado alguns resultados numéricos que evidenciem a capacidade
e a eficacia do método proposto.

MODELO MATEMATICO

O modelo que serd agora apresentado aproveita, desde o inicio , a forma geométrica
particular dos cabos umbilicais. Para tanto, uma configuragio gualquer é caracterizada
através de trés campos vetoriais. O primeiro destes, denotado por r, é o vetor posigio,
segundo uma origem previamente escolhida, de uma curva ¢ inmersa em IR3. Neste
Trabalho, ¢ € interpretada como o lugar geométrico dos centroides das segdes que estdo
associadas a cada ponto da curva. Os outros dois campos restantes, chamados diretores
e denotados por d; o dj, sdo utilizados na decrigdo do movimento dessas se¢des. Os
campos citados sdo parametrizados por S o comprimento de arco tomado em C (a
curva c na configuragéo de referéncia).

Os dois diretores sdo tomados unitérios e ortogonais entre si. Esta é uma hipdtese
restritiva & deformacao das segdes, j& que a posi¢do z(X ) de toda particula X do cabo
apés deformagio sera dada por

2(X) = r(8) + X1d1(S) + X2d2(S) + (S, X1, X3)da(S5) (1)

onde X; e X, sdo as coordenadas de X na configura¢do de referéncia, dz é o terceiro
diretor tomado igual & d; X d; e ¥ é a fungio de empenamento como definido em?.
Fisicamente, (1) representa um movimento aonde as se¢des dos cabos experimentam
apenas pequenas deformagdes. No entanto, ndo sdo feitas restri¢des sobre r ou mesmo
sobre a posi¢do dos diretores, o que implica que os cabos poderdo ser submetidos a
grandes rotagdes das segdes. Segundo*, a hipétese de pequenas deformagles para as
sec¢des fornece resultados bastante realistas.
Da hipétese de ortonormalidade das seg¢des é definido o campo u através de
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d=uxd; (i=1,3) (2)

onde’ designa a derivada em relagdo a S. Como pode ser encontrada em*, as
componentes de u na base dos diretores: u; e us sio medidas de flexdo, enquanto ug
¢ uma medida de tor¢do, . Neste modelo as se¢des ndo sio obrigadas a permanecerem
orvetogonais a ¢. Assim sendo o cisalhamento é expresso através das componentes vy
e vy do vetor 7/, o vetor tangente a ¢ sendo o alongamento expresso por vz — 1.

Como pode ser visto em !, os u; e v; definidos no paragrafo anterior sao medidas
de deformagao objetivas para cabos umbilicais submetidos ao movimento z. Elas sdo
definidas independentemente do observador e permitem. pela intergragido de (2) e 7/, a
determinagao de z, a menos de um movimento rigido. A bem da verdade, ainda restaria
determinar a fung¢io 1. Porém esta é, dentro do regime de pequenas deformagdes,
determinada previamente® em fun¢io da forma geométrica de seg3o.

Para que a ambiguidade na determinagdo de z seja retirada é necesséria a prescrigio
de condigaoes de contorno. Neste trabalho, estas condi¢Ges se restringirao a:

r(0)=0 (3)
e uma ou mais das seguintes
r(L)=rL (4)
d;(0 ou L)=dj para ¢€ {1,2,3} (5)
d;(0 ou L)=4d; vV  i€{1,2,3} (6)

onde § = L determina a outra extremidade do cabo. As condigbes (3} e (4) sdo
prescrigdes da posigao das extremidades enquanto (5) caracteriza uma articulagio e (6)
o engastamento.

A postulagdo dos balangos de momento linear e angular conduz, respectivamente,
as seguintes equagoes de equilibrio para cabos umbilicais:

n+f=0 (7)
m4+r'xntg=0 (8)

onde n é a for¢a de contato, m o momento interno, f um carregamento externo
distribuido ¢ g 0 momento externo distribuido.

Neste trabalho, os cabos serdo considerados hiperelasticos, o que tem um papel
fundamental na anélise numérica do problema, como pode ser visto em*. Portanto, os
esforgos deste modelo se relacionam com as deformagdes através de:

ow
n = Eu—,di (9)
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onde w é uma densidade de energia eldstica que descreve a resposta mecanica dos cabos
umbilicais.

Em suma, o problema de encontrar uma configuragio de equilibrio & = (r,d;)
de um cabo consiste em resolver o sistema de equagdes ordinaria a valor de contorno
(27)-(28). Por for¢a das restrigdes escolhidas, permitindo grandes deslocamentos e
rotagdes este sistema é ndo-linear, o que, do ponto de vista matematico, representa
grandes difilcutades na solugdo. Tal fato exige uma estratégia numeérica sofisticada
que permite, inclusive, o enfrentamento de problemas com miltiplas solugdes, caso
comun em sistemas da natureza nio linear. Nos préximos capitulos serdo mostrados
uma formulag¢io matematica consistente para o problema e sua respectiva estratégia
numeérica.

FORMULACAO DO PROBLEMA

A escolha da densidade de energia w tem um papel fundamental na formulagao do
problema de cabos. Por isto, neste trablaho é escolhida a seguinte forma quadratica:

Eh syt

w(u v, §) = S2($)07 4 03) + 22 ()05 - 17 4 2 w

EI
+ Tz(S)u§ + GJ(S)u?

onde G e E sao, respectivamente, os coeficientes de cisalhamento e Young, enquanto
I, I, e J os momentos de inércia. O primeiro termo leva em conta o cisalhamento, o
segundo termo o alongamento, os outros dois a flexdo e o dltimo a tor¢do. Apesar de
(11) ser uma boa escolha do ponto de vista matematico nio é possivel serem descrito
cabos curvos em configuragao livres de esforgos, j& que o gradiente de w é nulo somente
parau; =uz =uz3=v; =vs =v3—1=0.

A partir de (11) é possivel o establecimento de equivaléncia entre o sistema (7)—(8),
mais condigbes de contorno e mais a exigéncia de ortonormalidade dos diretores com o
seguinte problema de otimizag3o:

Encontrar &(r,d;) tal que
J(®) =min J(3) (12)
$ecK
K ={ ¢ = (r,d;) € H(0,L;R?), did; = 6;;(1,j) = 1.3), e condigSes de contorno
previamente escolhidos entre (3) e (6) }. Este resultado é encontrado em*.

O problema (12) admite a seguinte formulagéo variacional.
Encontrar® = (r,d;) € K tal que, VY(p, g;) € dK(r,d;) se tenha
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Sy () (i) = [[ 1 -pas (13)

onde J(r,d;) = [L w(S,u;,v;)dS e dK(r,d;), o espago tangente & K é dado formalmente -
por:

dK(T,d,) :{ (p’gi) € HI(O’LJRIZ)’ p(O) = 0, p(L) = 0, se (4) é imposta,
gx(0ou L) = 0se (5) ou (6) sdo impostas, 3U € H(0, L;IR3) com ¢; = U xd;(i = 1,3)}

Como o ji esperado o problema variacional (13) é altamente ndo linear, fato
expresso pela ndo convexidade de K. Neste trabalho, o problema, sera tratado via uma
técnica de “decomposi¢io-coordenagio” por Lagrangea.no Aumentado®, que consiste na
introdugdo de uma variével suplementar{r;}, sobre a qual é imposta como restri¢do a
igualdade como {d;}, na dualiza¢do do problema e, ainda, na adigdo de um termo-de
regularizag8o,. Assim sendo, é construido o seguinte Lagrangeano Aumentado.

La(rydiy iy ) = J(r, di) + Z[ {—|d P4 N (di—7)}dS  (14)

=3

onde R é um niimero positivo e arbitrério. A introdugdo do termo £|d; — n|? é
justificada em®, aonde sdo apresentados alguns resultados numéricos que demonstram
que este termo melhora as condi¢des regularidade do problema.

A partir de (14) o siguiente problema de “ponto-de-sela”pode ser construido.

Encontrar {(r,d;), 7, A} € H x L*(0, L,03) x L*(0, L,IR®)

OLg '
ar d‘)(r ydiy iy Ai) (p,gz)—[ f-pdS, Y (p,g:;)€dH
aLR('r di, i, M) - Ux7i=0 , VY U e L*0,L;R?) (15)
BLR

(7' diy iy A ) =0, Y {}i,,} € LZ(O, L;]Rg)

onde

H = { (r,d;) € H(0, L;R'?), r(0) = 0, (r,d;) satisfazendo condiges de contorno
escolhidos entre (4 e 6)}
03 = { {n}(@ =1,3) € R®, {r}é um triendo ortonormal}

Em® é demostrada que toda solugdo de problema (15) é, também, uma solugo do
problema variacional (12).



102 F. ROCHINHA, R. SAMPAIO Y P. LE TELLEC

UM ALGORITMO PARA A FORMULAGAO PROPOSTA

A principal vantagem da formulagdo Lagrangeana (15) reside na possibilidade
de utilizagdo de um algoritmo do tipo UZAWA na solugdo numérica do problema.
Associado a um método de relaxagio por blocos, esse algoritmo permite a decomposigao
do problema inicial, altamente ndo-linear, em uma sequéncia de problemas simples de
serem resolvidas. O algoritmo é formalmente apresentado em seguida.

Escoher {\?} em L2(0, L;IR®) e {7} em L?(0, L;03).

{A?} e {7'} conhecidos, calcular (r",d?), {7} e {AP*'} resolvendo

iterativamente.
OLr_ . .
arr, )( v, T AT) - (P gi) = / f-pdS, V (p,g:)€dH (r",d)€H
(16)
361;: AP THAN U X =0, V U e L*0,L;R®)
{7} € L*(0, L;03) (17)
APt = A7 + R|d} - 77 (18)

O algoritmo que acaba de ser descrito introduz dois problemas: o primeiro (16), é
resolvido ponto a ponto, através de técnicas matriciais e o segundo {17) corresponde ao
problema variacional (3) sem a restrigdo (r",d?) € K. Ele pode, entao, ser resolvido
globalmente via o método dos Elementos Finitos.

O Algoritmo para a solugio do problema (16) se baseia na de composigao a valor
singular’, introduzindo:

B,'j = (R(ig + A,‘) “€5, B = QgDQd (19)
;.’J. =T ej (20)
Aij = eijiU - ep (21)

onde {¢;} é uma base de R3, D uma matriz diagonal e Q9, e Q¢ matrizes ortogonais
diretas. Assim:

{R(ri —di) = \}-U x 7= Trago {(RQ™ - B)TQ" A}

de (14) e {16) o siguinte problema é encontrado:
Encontrar Q7 e L2(0, L; OF) tal que, para toda matriz A antissimétrica, se tenha:
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/ " Traco {(RQ" - B)TQTA}dS = 0 (22)

e admite como solugdo

Q" =QQ? (23)

ja que:

Trago {(RQ°Q® - B)TQ°Q%A} = Traco {RA—(Q%)'TDQ?4} =0

A partir de (23), o algoritmo para (20)é construido como:

. Calcular B através de (25).
. Calcular e tridiagonalizar BBT.
. Calcular os valores singulares b; > b; > b3 de BBT.

Seguido pelas férmulas de Cardan aplicadas ao polinémio caracteristico da forma
tridiagonal de BBT.

. Calcular os vectores prépios de BBT resolvendo
BB"g; = bjg;, lgl=1
. Fazer D11 =+ bl, Dzz =V bz, D33 = \/b_s signa.l (det B)
. Fazer Qf; = g; - e
. Fazer ; = (Q9D~Y(Q9)T B);j¢;
Todos os calculos acima sio feitos ponto a ponto; ndo requerendo mais do que 80
operagdes algébracas elementares por ponto.

Para demonstrar o funcionamento da resolugdo do problema (17) é escolhido,neste
trablaho, a seguinte forma para a densidades da energia de deformagao:

EL
2

EI,
2

A forma acima difere de (11) por ndo levar em conta o cisalhamento e o
alongamento. Esta escolha, bastante realista para cabos umbilicais, conduz & um
problema, do ponto de vista numérico, melhor condicionado®.

A partir de (24) é obtido o siguiente funcional de energia elastica:

w(u;, v, S) = (S)ul + (S)us + GI2—3(S)u§ (24)

L E .
J(r,d;) = /(; {E{(Iz + I — L)|d|* + (Is + [, = L)|d2|? + (I1 + I, — I)|r"|*}}dS

’
E importante ser lembrado que na expressdo acima o cisalhamento nio é levado
em conta, sendo tal fato expresso por r' = d3.
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Por construgdo de Lagrangeano (14), o problema (17) é equivalente a:

Encontrar (r”,d",) € H tal que:

8J
o(r,d;)

L
(") (o9) = [ {F-p— [RE™Y = 757 + M)

—p' — [R(dg = 7271) + A%] - ga}dS V(p,g:) € dH
(25)

Em (25) as variaveis r™ e d;(a = 1, 2) sdo desacoplaveis. O cdlculo de »™ se resume,
entdo, a resolugdo de 3 equagdes bi-harménicas:

L g L
/ B+ L= L))" p"dS + R / (r") - p'dS =
4] o

L L
= jo (RrI™ = D) -pldS + /0 f-pdS (26)

Vp € d[H*(0,L; E) + C.C]

enquanto o de d(a = (1,2)) a resolugdo de 6 equagSes harménicas:

LE L
‘/0 —2—(12+I3+.{1)d,1y,ds+R‘/0 dl-g:
L
:[ (Rr - );) - gdS
1]
L g L
/ E(Is+11+12)d’2-gdS+R/ dy-g= (27)
0 0

L
= / (RTg — Ag) gdS
0
Vg € d[H'(0,L; E)+ C.C\]

A discretizagdo das equagdes (26) e (27) é feita através do método dos Elementos
Finitos. Para as equagbes bi-harmoénicas sdo utilizados elementos de Hernite de grau
3, equanto para as equag¢bes harmonicas foram escolhidos elementos de Lagrange de
grau 2. Com isto, sdo obtidas para » 3 elementos finitos, a 4 graus de liberdades cada
um, e para d, 6 elementos finitos independentes, a 3 graus de liberdade cada um. As
matrizes resultantes da discretizagdo sao fatorizadas pelo método do Cholesky apenas
uma vez, ja que independem da iteragio n de UZAWA.

A convergéncia da algoritmo de UZAWA é controlada pelos seguintes testes:
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Uoflr =732 4 [(r™)! = (e[ 4 |df — dp "2 + |df — dp " [2}dS)}

<1078
o LIz + 1(rm) + [d7I? + |dg|2}ds)}

L
(/ {Ir' = 75| 4 |d1 — 1u|? + |dz — 7|?}dS)} <1073
0
(28)

A nio existéncia de um teste para os multiplicadores {A;} se deve a dificuldade de
convergéncia destes’. Esta dificuldade se reflete no cdlculo dos esforgos que, ao invés
de serem calculadas como uma combinagio dos multiplicadores, sido obtidos em:

(momento fletor) my = :dea = —EL(r"-d1) + EL(r" - dy)d,
dw . '
(momento torsor) mr = Eds = 2GI;3(dy - d2)r
n=N+F

onde N é a reagao na extremidade S = L e F(S) = fs{‘ f(t)dt.

RESULTADOS

Neste capitulo é mostrada uma aplicagdo da modelagem numérica apresentada.
E escolhido um cabo inicialmente retilineo, com 20 metros de comprimento, imerso
no plano z z.engastado em uma extremidade e livre na outra. Sendo adotada a
densidade de energia (24) o cabo é considerado inextensivel, logo, se for imposto um
deslocamento qualquer 3 extremidade livre, a curva ¢ assume uma forma nao retilinea.
Portanto, o cabo é submetido a uma flexdo. O exemplo que serd mostrado, apesar
de nao representar operagdes cotidianas de cabos umbilicais, evidencia a capacidade
do modelo de descrever o comportamento mecénico dos cabos quando submetidos a
grande deslocamentos, inclusive o acoplamento flexdo-tor¢ao, e demostra, tambén, a
eficacia do método numérico utilizado.

O exemplo consiste de um cabo que estd engastado na extremidade de coordenadas
(0,0,0) e com a outra, de coordenadas (20,0,0), livre. A esta tltima é imposto um
deslocamento prescrito por y = 20 — z. Os parametros escolhidos para o problema sio
EI, =235da N xm?, EI, = 360 da N x m?,EI3 = 100 da N x m?. Os cabos possuem
segdo eliptica. As condigdes de contorno sdo descritas por:

r0)=0, »(0)=:1

T(L) = (XF,20 - Xr,0)
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onde {7,7,k} é a base vetorial associada ao sistema de coordenadas XYZ e Xr
determina o deslocamento imposto.

A Figura 1 mostra a evolugdo da configuragio do cabo Xp = 19m e Xp = 16m.

Xp=16

Y (m)
Z(m)

000 400 800 1200 1600 2000

V4.50
X{m) X{m
000
£
N
1.00
-200
=300
-400
=500 -
000 400 800 1200 800 2000
Xim)
Figura 1. Proje¢bes do cabo planos coordenados X,Y, e Z para Xp = 16m e
Xp =19m.

Como ja foi dito, o deslocamento imposto a extremidade livre é equivalente a
imposigdo de uma flexdc ao cabo. Ao serem analisadas as Figuras 2 e 3 fica claro que
associada a esta flexdo surge uma torgdo, o que caracteriza um acoplamento entre as
duas deformagdes.

Todos os ensaios numéricos envolvidos neste exemplo foram feitos num computador
Bull DPS 68. A convergéncia foi alcan¢ada na média em 50 itera¢des de UZAWA para
um R = 400. Cada uma das iteragoes demorou em média 60 segundos.
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Figura 3. Comparagao entre tor¢io experimentada pelo cabo Xp = 16m e Xp = 2m.
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