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RESUMEN

El presente trabajo tiene por objeto poner de relieve el alto grado de confianza que podemos
depositar en el valor de las cargas criticas calculadas en ldminas, asismiladas por ensamblaje
de elementos planos (método de E.F.) triangulares tipo placa, sometidas a cargas gravitatorias
uniformemente distribuidas.

SUMMARY

The objective of the current work is to emphasize the high grade of confidence that we
can entrust in the value of the calculated critical loads in shells, assimulated by the assembly
of plan elements (E.F. method) triangular plates, subject to uniformly gravitatory distributed
heavy loads.

DETERMINACI(')N DE CARGAS CRITICAS
MEDIANTE EL M.E.F.

Como sabemos, la obtencién de las ecuaciones de equilibrio, siguiendo principios
energéticos. es consecuencia de la estacionariedad del funcional energia potencial total
del sistema

6 Ey =

que cuando Fj; es un funcional de segundo grado nos conduce a un sistema de ecuaciones
K -U = P. Esta condicién debe acompaiiarse, para que el equilibrio sea estable, de
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la de minimo §2F > Q. Para todos los valores de la energia que hagan §2E; < Q el
equilibrio sers inestable y el punto de bifurcacién se dard para 62F = Q.
Teniendo en cuenta que:

82 E, = sUT .k, -8U

La situacién de equilibrio se producird cuando k:.6U sea idénticamente nula.

Si recordamos que ky = ko + ki + ks, en donde kg es la matriz de rigidez
correspondiente a pequefias deformaciones, &; la de grandes deformaciones v &k, la de
tensiones iniciales y notamos que k; scrd idénticamente nula en acquellas situaciones en
que por no producirse flexiones no sufren modificacién las curvaturas, podremos poner,
en ¢l caso de equilibrio indiferente, si ademés apreciamos que k, es proporcional al
valor de las cargas aplicadas:

(ko + Aky) - U = Q

en donde A, que recibe el nombre de factor de estabilidad, nos proporciona la carga
critica mediante Pt = A- P, siendo P el valor de la carga para la que se ha obtenido
ko : :
Para mejor comprender la afirmacion relativa a la nulidad de k;, en la situacién
especificada, pensemos en una placa sometida a esfuerzos de compresién contenidos
en su propio plano. En tanto las cargas sean bajas o moderadas, los puntos de la
placa sélo sufrirdn corrimientos contenidos en el propio plano de la placa y por ello la
componente (W) del corrimiento segtin la normal, es nula para todo punto de la placa.
Puesto que son los términos no lineales de las deformaciones, que se expresan a través
del desplazamiento lateral W, los que dan lugar a los elementos de k;, quicre esto decir
que en tanto el plano medio no sufra flexién, tanto W como sus derivadas serdn nulas
en todos los puntos, y en consecuencia k; es idénticamente nula.

La misma consideracién cabe hacer en el caso de laminas si en cada punto
consideramos el plano tangente a la superficie y un diferencial de drea en equilibrio
en el entorno del punto.

DETERMINACION DE CARGAS DE PANDEO

La obtencién de la carga de pandeo es maés sencilla de concepto aunque més
complicado el proceso. Consiste en determinar los corrimientos que corresponden a cada
escalén de carga segiin las ecuaciones no lineales de equilibrio y determinar para qué
escalén se hacen indeterminadas o muy grandes. El caso de corrimientos indeterminados
correspondera en el diagrama de equilibrio al punto de tangente horizontal, pero antes
podemos haber llegado a un punto de tangente muy tendida, de tal modo que a pequeiios
incrementos de carga corresponden grandes incrementos en los corrimientos.

En cualquier caso, la carga critica es una cota superior de la carga de pandeo.
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FACTORES DE INCERTIDUMBRE EN
LAS CARGAS CRITICAS CALCULADAS

Es conocido que el calculo de una ldmina puede acometerse aproximando la
superficie real mediante otra constituida por elementos planos (tipo placa), con lo que
a las aproximaciones ya establecidas en M.E.F. anadimos otra adicional geométrica
que se traduce, por ejemplo al efectuar el ensamblaje cuando todos los elementos que
concurren en un nodo son coplanares, en la introduccién de un sistema de rigidez a la
rotacién ficticios (aunque existen otras alternativas) en alguna ocasién obtenidos con
" la condicién de que el equilibrio no se perturbard en coordenadas locales.

Con caracter general, ya sea el elemento plano o curvo, otro factor cuya influencia
estd poco discutida es el de la eleccién del orden de integracién y en su caso la eleccion
de la integracién reducida, ya que el buen comportamiento de un determinado artificio
en calculo lineal no necesariamente tiene que repetirse en un calculo no lineal ni puede
extrapolarse a otras situaciones.

Asi pues, y sin que de ninguna manera hayamos pretendido agotar el recuento de los
factores que podrian crear incertidumbre acerca de la validez de los cdlculos realizados,
vemos que se hace necesario tanto la comprobacién “a posteriori” de resultados como
el control de aspectos numéricos, estrechamente relacionados con las bases tedricas, a
lo largo del proceso de célculo.

FACTORES DE FIABILIDAD

En linea con la iltima aseveracién realizada estimamos que, puesto que en el cilculo
de cargas criticas partimos de la expresion

(ko + Aky) - 6U = Q

que nos permite para un determinado nivel de cargas calcular autovalores y vectores
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propios, y con ello el menor de los autovalores que es el que a nosotros nos interesa
como factor de estabilidad, es claro que la expresién anterior debera proporcionarnos
un valor estable de A siempre que k; sea idénticamente nula. Por tanto si controlamos
¢l valor de los elementos de la matriz k; estaremos en condiciones de estimar si en
principio el valor de A obtenido es fiable, por supuesto con independencia del algoritmo
elegido para la deterinacién del menor de los autovalores (nosotros hemos usado dos
algoritmos distintos y comprobado la coincidencia del valor proporcionado).

Como quiera que desde el primer escaldén de carga, de un proceso de cdlculo no
lineal, aparecen corrimientos que producen flexiones, aunque pequenas, de la ldmina,
es de todo punto imposible que la matriz k; sea idénticamente nula, por lo que si
queremos que nos sirva como pardmetro de control habremos de relajar la condicién
v sustituirla por la de que sea casi nula. Asimismo y puesto que para que una matriz
sea nula han de serlo todos sus elementos, nosotros vamos a relajar esta otra condicién
y en su lugar pondremos la de que la media aritmética de todos sus elementos sea
practicamente nula (valor muy pequefio por ejemplo en comparacién con la media de
los elementos de la matriz ko). ,

En relacién con la comprobacién “a posteriori” de los resultados obtenidos, y sin
salirnos del M.E.F., una buena alternativa consiste en la realizacién de cdlculos no
lineales, con la consiguiente determinaciéon de la carga de colapso, con otros tipos de
elementos y con un programa debidamente contrastado. "

DESCRIPCION DE ELEMENTOS Y
PROGRAMAS DE ELEMENTOS FINITOS

Dos son los tipos de elementos que hemos usado en el desarrollo del presente trabajo
y también dos son los programas utilizados. El desarrollo de uno de los programas ha
sido confeccionado por los autores y por tanto es un programa. abierto en el sentido
de admitir implementaciones y correcciones y por supuesto estd muy contrastado®®.
El elemento triangular plano cuyo buen comportamiento, a nivel general ya tenemos
comentado y en particular para el caso de determinacién de cargas criticas vamos a
poner de manifiesto, es un elemento tipo placa {que denominamos T.P.) de 3 nodos con 6
grados de libertad por nodo que se obtiene por conjuncién del tridngulo de deformacién
constante para las componentes del corrimiento segin el propio planc de elementos y
el tridngulo incompatible para flexién de placas de nueve grados de libertad®.

El otro programa es el conocido ANSYS de la casa Swanson Analysis System, Inc.
v el elemento escogido es €l tipo 63 de la biblioteca de elementos cuyas caracteristicas
son:

Tipo: Elastic Quadrilateral Shell

N° de nodos: 4 o

G de L por nodo: 6

Opciones de utilizacién: Stress stiffening, Large deflection.
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ANALISIS DE CASOS PRACTICOS

Con objeto de centrarnos en un tipo concreto de ldmina hemos adoptado para su
andlisis Léminas de proyeccién rectangular y “Pendiente suave” en las que se suponen
se cumplen los siguientes requisitos:

Ryin = 20-e 5 a >5-h

Siendo R,y;;, el menor de los radios de curvatura, e el espesor, a la dimensién menor
de la planta y h la diferencia de cota mdxima entre puntos de la ldmina. Dentro de
este tipo hemos escogido los que tengan por superficie: superficie esférica, paraboloide
eliptico, paraboloide hiperbélico, velaria paraboloidal y velaria cosenoidal®*' y como
condiciones de contorno: empotradas o articuladas fijas en todo el borde. En cuanto
a las dimensiones de la planta y alturas las de 20 x 20m y 4m o 1’5m.; espesor 0°08m,
coeficiente de poison 0’25 y médulo de elasticidad 2’1-10°T/m?.

Por dltimo mencionar que la carga a que se someten es gravitatoria uniforme.

Para las superficies mencionadas y con el elemento T.P. los resultados obtenidos
son

M.E.F.

Paraboloide eliptico s/planta cuadrada 20x20x0'08 x4m
4 bordes empotrados g =025, E =2'1-10%T/m?

Con T.P. (3/1993)

Carga (T/m?) -5 —10 —20 —40 —80
Factor estabilidad 3’791 1’90
Carga critica 18’955 19’0
Med. eleme. Ko 1892’31 1992’31
Med. eleme. K; 0’010 0’054
Autovalor -0°263 -0°525
Corrim. punto central 0’00709 0’0148 0’0326 0’102 0’104
{del mismo {con invers.
signo en de corr. en
toda supf.) alg. puntos)
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20x20x 0’08 x4m
=025, E =2"1.108T /m?2

Paraboloide hiperbélico s/planta cuadrada
4 bordes empotrados

Con T.P. (3/1993)

Carga (T/m?) qo = +4 +8 +16 +32

Factor estabilidad 4’18 2'07
Carga critica -16'72 -16’56 277168
Med. eleme. Ky 1921’95 192195 192195
Med. eleme. K; 0’033 0’065

0’034 -0°0377
Autovalor

-0’239 -04825
Corrim. punto central -0’0219 -0’04451 -0’093 -0237

(todos de = (con invers.
signo) de signo en alg.
puntos)
Velaria Cosenoidal Py = -2T/m?, E = x2/1-10%, 4 =0, e = 0/08m
empotrada 4 bordes: 20 x 20 x 4
Calculo con T.P.
Carga -2 -4 -8 -16 -32 -64

Factor estabilidad 7'98 3'657
Carga critica 15’96 14’628
Med. eleme. K 1917 1917
Med. eleme. K; 0’007 0’038
Autovalor 0’125 0’273
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M.E.F.

Lamina esférica s/planta cuadrada 20x20x0°08x4m
empotrada 4 bordes u =025, E =2'1.10T/m?

Con T.P.
Carga (T/m?) —4 -8 ~16 —32
Factor estabilidad 368 1’8448 0’8969
Carga critica -14°72 -14’7584 -14°35
Med. eleme. Ko 1968’45 1968’45 1968’45
Med. eleme. K| 0’009 005319 0’6452
Autovalor -0’27159 -0'54167 -1'113
Corrim. punto central -0’01331 -0’03009 -0'08446
Velaria paraboloidal 20 x 20 x 4 Py = —3T/m?, u=0"25 E =21 x108, e = 008

empotrada 4 bordes

Célculo con T.P. (tipo placa)

Carga (T/m?) -3 -6 9 | -12 | -15 | -18 | -21 | -24 -27
Factor estabilidad 7’18 | 3’56 | 2’38 [1'804 -1’46
Carga critica 21’3 | 21’6 | 21’6 |21'65
kr =ko+kp + ks si
Med. eleme. Ky 1869 1869 | 1869 | 1869
kp dp — Q, con kr =0
Med. eleme. k; 0°011 |0’029 |0°066 | 0’15

ko =X — ko

podemos apreciar que en todos los casos en tanto el pardmetro “media de elementos
de k;” sea poco apreciable el valor calculado para la carga critica es un valor estable y
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por tanto el valor presumible de célculo, (en los cuadros precedentes hemos sombreado
los escalones de carga en que dejan de cumplirse los citados requisitos).

Para las mismas superficies los diagramas de equilibrio obtenidos con el elemento
Stif 63 son

CARGA Qy (Naw/mrx2)
Elemento 63

126000 pared delgada
124000 —
110000 CARACTERISTICAS GEOMETRICAS
100000

PLANTA DE CUBIERTA 20 * 20 metros
90000 .
80000 _ ESPESOR DE CUBIERTA 10 centimetros
78000 +—- -—p——— "]
70000 B

CARACTER!ISTICAS MECANICAS
55000
EX = EY = 2.06e+10 New/ mrr2
GXY = 8.58e+09 New/ms «2
25000 :
1 NUXY = 8.20
H
i -
0,077 PSS LEd

CORRIMIENTO UY (m)

Velaria Cosenoidal apoyada {altura: - metros)

4

CARGA Oy (New/max2)
Elemento 63
165000 - - pared delgada
180000 _ — red ce
14
seoe CARACTERISTICAS GEOMETRICAS
130000 7
120000 PLANTA DE CUBIERTA 20 * 20 metros
1gbooo ESPESOR NE CUBIFRTA 10 centimetros
A . .
5000 CARACTERI ST [CAS MECANICAS
EX = EY = 2.06e+10 New/mAx2
50000
GXY = B.58¢+09 Naw/mrA2
25000 NUXY = §.20
Qo8 003 0063 Quie7 b

CORRIMIENTO UY (m)

Velaria—Cosenoidal empotrada (altura: 4 metros)
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CARGA Oy (New/m~*2)

204500
204000

175000
130000
123000
100000
75000
snnnn

23000

CARGA Qy (New/mxx2)

307000
305500

275000

230000

200000

150000

100008

50000
25000

!

Elemento 63
Pared delgada

CARACTERI ST 1CAS GEOMETRICAS

PLANTA DE CUBIERTA 20 * 20 metros

ESPESOR DE CUBIERTA 10 centimetros

CARACTERISTICAS MECANICAS

EX = EY = 2.06e+10 New/mA*2

GXY = B.5Be+09 New/mx*2

NUXY = 0.20

053¢
CORRIMIENTO UY (m)

Velaria-Paraboloidal apoyada (altura: 4 metros)

Elemento 63

Pared delgada

99

CARACTERIST1CAS GEOMETRICAS

PLANTA DE CUBIERTA 20 A 20 metros

ESPESOR OE CUBIERTA 10 centimetros

CARACTERISTICAS MECANICAS

EX = EY = 2.06e+10 New/mas2

GXY = B.58e+09 Naw/mAs2

NXY = .20

5061

CORRIMIENTO UY (m)

Velaria—Paraboloidal empotrada (altura: 4 metros)
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44000

40000

oo [
34000 /
30000

2hooo

24000
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Elemento 63

Pared delgada
CARACTERISTICAS GEOMETRICAS

PLANTA DE CUBIERTA 20 * 20 metros

ESPESOR DE CUBIERTA 10 centimetros

CARACTERISTICAS MECANICAS

EX = EY = 2.06e+10 New/mAx2

GXY = B.58e+09 New/m+#2

NUXY = 0.20

20000
|
15000 A
10000 ! :
5000
2300
x o 2 >
4076 0,37 032%

CARGA Qy (New/mx2)

$5000
52500
50000
45000
40000
35000
30000

25000

20000

10000

5000
2500

?

CORRIMIENTO UY (m)

—

0077
CORRIMIENTO UY (m)

Velaria—Cosenoidal apoyada (altura: 1.5 metros)

Elemento 63
Pared delgada

CARACTERISTICAS GEOMETRICAS

PLANTA DE CUBIERTA 20 A 20 motros

ESPESOR DE CUBIERTA 10 centimetros

CARACTERIST{CAS MECANICAS

EX = EY = 2.06e+10 New/mxx2

GXY = 8.58e+09 New/mw*2

NUXY = 0.20

Velaria—Cosenoidal empotrada (altura: 1.5 metros)
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CARGA Gy (New/mrx2)

53250
53150

40000
30000
20000

10000

5000
2500

CARGA Qy (New/m~x2)

103750
103700

80000

40000

20000

10000

2500

Elemento 63
Pared delgada

CARACTER|ISTICAS GEOMETRICAS

CARACTERIST ICAS MECANICAS

PLANTA DE CUBIERTA 20 % 20 metros

€X = EY = 2.06e+10 New/m*2

ESPESOR DE CUBIERTA 10 centimetros

GXY = B.582+03 New/mAk2

NUXY = §.20

—
0,036
CORRIMIENTD UY (m)
Velaria -Paraboloidal apovada (altura: 1.5 metros)
Elemento 63
Pared delgada
CARACTERIST {CAS MECANICAS
CARACTERISTICAS GEOMETRICAS —
EX = EY = 2.06e+10 New/mr*2
PLANTA DE CUBIERTA 20 * 20 metros — -
GXY = 8.58e+09 New/m*»2
ESPESOR DE CUBIERTA 10 centimetros
NUXY = §.20
o

406t

CORRIMIENTO UY (m)

Velaria-Paraboloidal empotrada (altura: 1.5 metros)

de lo que podemos obtener, de acuerdo con el punto 2, las cargas de pandeo.
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Ambas cargas, criticas y de colapso, se resumen en el cuadro siguiente

Superficie Esférica Paraboloide Eliptico Paraboloide Hiperbdlico
Carga
h=4m h=4m h=4m h=4m h=4m h—4m
Empot. Artic. Empot. Artic. Empot. Artic.
Carga critica (TP) +14'7 T/m? | 96T /m? 19T /m? 11’3T/m? | 16’7T/m? | 10’1T/m?
Carga de colapsc (stif 63) [13-14 T/m? | 7-8T/m? |21-22T/m? [12-14T/m? |17-19T/m? |10-12T/m?
Velaria Paraboloidal
Carga
h = 4m h=15m h=4m h=15m
Empot. Empot. Artic. Artic.
Carga critica (TP) 21'28 T/m? 6'43T/m? 12’6 T /m? 5'5T/m?
Carga de colapso (stif 63) 30°5 T/m? 10T /m? 20T /m? 53T /m?
Velaria Paraboloidal
Carga
h=4m h=15m h=4m h = 1'5m
Empot. Empot. Artic. Artic.
Carga critica (TP) 15'18T/m? 4’45T /m? 10'25T /m? 35T /m?
Carga de colapso (stif 63) 10-14T/m? 5-6T /m? 7-8T/m? 3-4T /m?
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CONCLUSIONES

Con cuanto antecede, complementado con la eficiencia demostrada en la
determinacién de cargas criticas en los casos de placas sometidas a cargas en su propio
plano y superficies cilindricas con carga en la direccién de las generatrices®, concluimos
que las cargas criticas calculadas en ldminas asimiladas por ensamblaje de elementos
planos, mediante clementos triangulares son altamente flables y por tanto de utilidad
directa en el cdlculo.
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