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traccion con un agujero central

El método Rigidez-Fuerza (SFM) es un método en cuya formulacién se tienen en cuenta las ecuaciones
de equilibrio y las de compatibilidad de las deformaciones, obtenidas éstas a partir de los principios del
trabajo virtual y del trabajo virtual complementario. La estructura de la ecuacion de gobierno de este
método es similar al método de la rigidez (SM) ya que las incégnitas principales son los desplazamientos.
Este método es equivalente al IFMD desarrollado por Patnaik y a los métodos hibridos desarrollados por
Pian.

Para el analisis por elementos finitos mediante el método Rigidez-Fuerza, se ha realizado una subrutina
de usuario UEL de un elemento cuadrilatero de cuatro nodos y esta se ha implementado en el programa
comercial Abaqus. El procedimiento seguido para el andlisis del modelo ha sido el siguiente:

1. Andlisis del modelo mediante el programa Abaqus que utiliza el método SM en su formulacién.
2. Andlisis del mismo modelo mediante la subrutina de usuario UEL que utiliza el método SFM.

3. Comparacion de los resultados de ambos analisis con diferentes grados de discretizacion y con los
obtenidos mediante una aproximacion analitica.

Este método ha sido utilizado en el andlisis del ensayo de traccion de un composite unidireccional con un
agujero en el centro.

Application of the Stiffness-Force method to the analysis of a plate in
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tension with a central hole

In the formulation of the Stiffness-Force method (SFM) are taken into account the equilibrium equations
and the compatibility conditions. These are obtained from the principles of virtual work and
complementary virtual work. The structure of the governing equation of this method is similar to that of
stiffness-method (SM) as the principal unknows are the displacements. This method is equivalent to IFMD
formulated by Patnaik and to the hybrid methods formulated by Pian.

For the Stiffness-Force method finite element analysis, a user subroutine UEL for a four node
guadrilateral element has been developed. This subroutine has been implemented in the commercial
program Abaqus. The procedure followed for the analysis of the model has been:

1. Analysis of the model using the program Abaqus that employs the SM in its formulation.
2. Analysis of the same model using the user subroutine UEL employing the SFM.

3. Comparison of the results of both analysis, using varying degrees of discretization, to those obtained
by an analytical approach.

This procedure has been used in the analysis of the open-hole tensile strength test of a unidirectional
composite.
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1 Introduccion

El método de la rigidez (SM), basado en las condiciones de
equilibrio que derivan de la aplicacion del principio del trabajo
virtual, se utiliza exténsamente en el andlisis por elementos
finitos [1].

La otra aproximacién basica en el analisis estructural es el
método de las Fuerzas (FM) [2]. Este método se deriva de la
aplicacion del principio del trabajo virtual complementario. A
partir de este método, Patnaik et al. desarrollaron el método
de las fuerzas integrado dual (IFMD) [3], que tiene la misma
ecuacion de gobierno que el método de la rigidez. En el
método IFMD se tienen en cuenta tanto las ecuaciones de
equilibrio como las condiciones de compatibilidad. Por otro
lado, Pian [4] introdujo el método hibrido (HM) v,
recientemente, Adarraga et al. [5] indicaron que ambos
métodos son equivalentes.

IFMD y HM se pueden obtener de la aplicacion de los
principios del trabajo virtual y del trabajo virtual
complementario y satisfacen las ecuaciones de equilibrio
como en SMy las condiciones de compatibilidad como en FM.
Los autores denominan al método Rigidez-Fuerza con la
intencidn de unificar la nomenclatura.

2 El método rigidez-fuerza (SFM)

2.1 Formulacioén

Las ecuaciones del SFM se obtienen de la aplicacion de los
principios del trabajo virtual y del trabajo virtual
complementario:

[(6e) {o}av ={sa'}" {P'} @

v
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donde {a} y {P} son los vectores de desplazamientos y de
fuerzas nodales respectivamente. A partir de los
desplazamientos nodales, se pueden conocer los
desplazamientos en cualquier punto del elemento [1]:

(o) =[¥}fe) ®

donde [N] es la matriz de funciones de interpolacion de
desplazamientos.Una vez obtenidos los desplazamientos
nodales se conocen también las deformaciones en el
elemento:

{et =[]V} <[ £]{a'} @

donde [L] es la matriz de operadores diferenciales y [B] es la
matriz de forma. En el método SFM la interpolacion de las
tensiones y los desplazamientos es independiente [5]. Las

tensiones en cualquier punto del elemento se interpolan a
partir de los parametros de tension {Fi}:

{o}=[r )7} ©)

siendo [Y] la matriz de funciones de interpolacion de
tensiones. Por otro lado, el vector de tensiones se relaciona
con el vector de deformaciones mediante la matriz de
coeficientes de flexibilidad del material [S]:

{o}=L5le) ©®

Sustituyendo las ecuaciones (4) y (5) en el principio del trabajo
virtual (1) resulta:

(L8] [)av ey ={r) )

La matriz de equilibrio se define como:

[£]=[,[8] [¥]av ®)
Por lo tanto, la ecuacion de equilibrio (7) se expresa como:
[£{#}={P'} ©

Al sustituir las ecuaciones (5), (6) y (9) en el principio del
trabajo virtual complementario (2), resulta:

(LT TsTr]av i) =[] o) (10)

La matriz de flexibilidad se define como:

()=, [T Jev a

La ecuacion (10) se puede expresar como:

[6]{F) =[] {a') (2)

De la ecuacion (12) se obtienen los parametros de tensiones
del elemento {Fi}:

{7)=[e] [£] {=) (13)

Multiplicando esta expresion en ambos lados por la matriz de
equilibrio [E], el primer término de la ecuacion (13)
corresponde al vector de fuerzas externas aplicadas en los
nodos, {P%}:

{Py=[£]lc] [£] (=} (14)

La ecuacion (14) se puede escribir:

(P =[x ]} 1)
En el método SFM la matriz de rigidez del elemento es:

[« ]=[£]c] [£] (16)
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La matriz de rigidez de la estructura se obtiene del ensamblaje
de las matrices elementales, tal y como se hace en el método
SM. Por lo tanto, la ecuacion de gobierno del método SFM es:

(<]} ={P'} an

2.2 Elemento cuadrilateral de 4 nodos

En esta seccion se describe la formulacion del método SFM
correspondiente al elemento cuadrilateral isoparamétrico
bidimensional de 4 nodos que se muestra en la figura 1.

a b
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Figura 1. Elemento cuadrilateral de 4 nodos: a) coordenadas globales;
b) coordenadas naturales.

Conforme a lo descrito en la seccion anterior, la matriz de
rigidez del elemento se calcula a partir de las matrices de
equilibrio y de flexibilidad.

En la formulacion del elemento cuadrilatero isoparamétrico se
emplean las mismas funciones de interpolacion lineales que
en el cuadrilatero general [Nj] que se utilizan en el método SM
[1]:
! 1
X = ZNI.X[ :ZZ(1+ §§i)(1+ 77771.))(].
= (18)
‘ 1
y=3Ny, =521+ & )1, )y,
i=1
La matriz de deformacion del elemento [B] se obtiene
derivando la matriz de funciones de interpolacion:

oy
X
[BJ =0 N, (19)
on, S
oy  0x

En el caso de un cuadrilatero general esta matriz [B] varia con
las coordenadas de cada punto.

Utilizando las funciones de interpolacion de tensiones
definidas en [6,7] la ecuacion (5) resulta:
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2.2.1 Matriz de Equilibrio [E]

La matriz de equilibrio de cada elemento se calcula mediante
la siguiente expresion:

[£)-[][#(n)] [ Wpeacan @
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Donde t es el espesor del elemento y |/| el determinante del
Jacobiano.

2.2.2 Matriz de Flexibilidad [G]

La matriz de flexibilidad de los elementos se obtiene segun:

[6]- [ [Ty T [s ]y W|edzan @2)

-1-1

2.2.3 Matriz de Rigidez [K]

Una vez calculadas las matrices de equilibrio y de flexibilidad
del elemento, la matriz de rigidez del elemento se obtiene
mediante la ecuacion (16).

Conocidas las matrices de rigidez elementales, la matriz de
rigidez del sistema se obtiene ensamblando las matrices de
rigidez de todos los elementos.

3 Analisis mediante SFM de una placa
a traccion con un agujero circular
central

La concentracion de tensiones alrededor de agujeros tiene
una gran importancia practica, puesto que suelen ser causa de
fallo. El andlisis de placas agujereadas ha tenido una larga
trayectoria y sigue vigente hoy en dia. La solucion de una
placa infinita con un agujero circular central sometida a
traccion uniaxial fue desarrollada por Kirsch [8].
Posteriormente Howland [9] obtuvo las tensiones alrededor del
agujero en el caso de placas de ancho finito mediante una
aproximacion analitica. Tan [10] defini6 los factores de
correccion debidos a ancho finito.

Existen en la bibliografia andlisis experimentales [11,12] y
gran variedad de aproximaciones analiticas [13-17], que se
comparan con resultados obtenidos de modelos numéricos.

En el presente trabajo se pretende analizar la concentracion
de tensiones de una placa con un agujero circular central (ver
figura 2) sometida a traccién uniaxial mediante el método
SFM.

El analisis se ha realizado utilizando el programa de
elementos finitos Abaqus. Para ello se ha escrito una

/)
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subrutina de usuario, UEL, correspondiente al elemento El modelo y las condiciones de contorno que se han utilizado
cuadrilatero isoparamétrico y se ha implementado dicho en el andlisis por elementos finitos se muestran en la figura 3.
cadigo en el citado programa comercial Abaqus.
y
<« > >
< y —> & —
< —> |
< —> & (e
O < A — o —>
<~ X — > —>
P > I’7\ S X
- - 5 A b A
“ — Figura 3. Modelo y condiciones de contorno de la placa.
L La distribucion de tensiones horizontales ox y verticales oy se

indican en las figuras 4 y 5, respectivamente.

Figura 2. Placa a traccién con un agujero circular en su centro.

Figura 4. Distribucién de tensiones horizontales o.
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Figura 5. Distribucion de tensiones verticales .
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4 Conclusiones

La intencion de este trabajo es analizar las concentraciones de
tensiones generadas alrededor de un agujero circular central
en composites mediante el método SFM. Para ello se ha
escrito el codigo correspondiente a un cuadrilatero general y
se ha implementado esa subrutina de usuario UEL en Abaqus.
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