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SUMARIO

Este trabalho focaliza a anélise viscoeldstica de estruturas laminadas em material compdsito
de matriz polimérica, propondo o emprego de métodos de inversdo numérica da transformada
de Laplace numa formulagio adaptada ao método dos elementos finitos.

Nesta abordagem alternativa,as equagles constitutivas viscoeldsticas, formuladas no plano
complexo da varidvel de transformacho s, reduzem o problema a uma anglise eldstica
equivalente. As solugbes complexas sdo entdo retornadas ao plano fisico para o valor de tempo
desejado, dispensando processos incrementais.

Exemplos de aplicacdes sdo executados comparando-se os resultados do Método da
Transformada de Laplace com o Método das Varidveis de Estado que trata o problema
viscoelastico de forma incremental.

VISCOELASTIC ANALYSIS OF LAMINATED STRUCTURES
USING LAPLACE TRANSFORM

SUMMARY

The viscoelastic analysis of laminated structures of polymeric matrix composite materials
using Laplace transform is the objective of this work. The inverse of the Laplace transform is
carried out using numerical methods adapted to a finite element method formulation.

In this alternative aproach, as the constitutive equations are formulated on the complex
plane in the transformation variable ’s’, the viscoelastic problem reduces to an equivalent elastic
one. The complex solutions are then sent back to the physical plane for the desired time value,
dispensing incremental processes.

Examples of aplications compairing results obtained with the Laplace Transformation
Method and the State Variables Method {that treats the viscoelastic problem in an incremental
form) are presented.

Recibido: Febrero 1997

@©Universitat Politécnica de Catalunya (Espafia) ISSN 0213-1315 455



456 A.R. PACHECO E G.J. CREUS

INTRODUCAO

Materiais compdsitos

A idéia da utilizagdo de dois materiais para a composi¢do de um unico que atenda
as necessidades de projeto é bastante natural. As préprias arvores sdo constituidas por
fibras de celulose em meio & lignina, dispostas ao longo do tronco e galhos, coincidindo
desta forma com as direcoes principais de tensoes. Ainda, o concreto armado mostra-se
como um caso particular de material compdsito, onde as fibras estao representadas pela
armadura.

Consistindo de painéis de fibras com altas caracteristicas mecanicas, envolvidas por
uma matriz, geralmente polimérica, os materiais compdsitos permitem a otimiza¢ao de
projetos segundo a determinacido da orientacdo das fibras e do nimero de painéis a
serem superpostos, atendendo desta forma as especificagoes requeridas. Na fabricacao
das fibras sdo empregados materiais com grande rigidez (médulo de Young) e fina rede
cristalina como é o caso, por exemplo, do Boro e Carbono. Sob forma de fios de pequeno
didmetro, tais materiais tém aumentada sua resisténcia mecénica pelo decremento na
probabilidade de apresentacdo de fissuras e pela dificuldade em propagd-las entre as
fibras. Com relagdo & matriz, dentre os diversos materiais disponiveis, em geral as
resinas sintéticas (epoxidicas, poliéster, etc.) vém adequadamente desempenhando este
papel, suportando, protegendo e transmitindo os esforos atuantes as fibras.

Objetivo

O - presente trabalho tem como objetivo principal a implementacdo de uma
solucdo viscoeldstica alternativa, baseada no Método da Correspondéncia e na Inversdo
Numérica da Transformada Integral de Laplace, em um cdédigo para andlise de
estruturas constituidas por painéis viscoelasticos ortétropos planos ou curvos (Marques
e Creus, 1994). A eficiéncia do chamado Método da Transformada de Laplace (MTL),
para a andlise viscoeldstica dos painéis de materiais compésitos, deve ser comparada
com o Método das Varidveis de Estado (MVE) que possui uma concepgdo do tipo
incremental.

A TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA:
METODOS NUMERICOS

Geralmente, a aplicacio da transformada de Laplace nido envolve maiores
dificuldades, porém a inversdo ou retorno ao dominio da varidvel ’t’ normalmente é
de dificil execucao analitica. Assim, a alternativa natural é uma abordagem através de
métodos numséricos de inversdo. Hd uma unanimidade entre os pesquisadores quanto a
nio haver o melhor método de inversdo, mas sim o método mais adequado para a classe
de fungdes que se quer inverter, mesmo porque a inversdo numérica da transformada
de Laplace é notoriamente um processo mal-condicionado (Bellman, Kalaba e Locket,
1966). No entanto, um dos métodos mais bem sucedidos, cobrindo vérios tipos de
funcgdes é o baseado na aceleragdo de convergéncia de uma série trigonométrica. O
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método da série trigonométrica, juntamente com outro, baseado na quadratura de
Gauss, sao abordados a seguir.

Método da série trigonométrica

Durbin®, aprimorando a formulacdo de Dubner e Abate®, chegou & seguinte
expressao para a inversa

em que T e a sdo pardmetros que devem ser convenientemente escolhidos de forma a
minimizar o erro de discretizagio. Piessens e Huysmans (1984) empregaram a expressao
de Durbin utilizando os seguintes valores para estes parametros: ¢ = vy+2/teT = 16 £.
O grande valor escolhido para T reduz o erro de discretizacdo da férmula de Durbin,
mas, por outro lado, um maior esfor¢o computacional é requerido devido a uma menor
convergéncia das séries infinitas. Para esta particular escolha de T, a confianca é
priorizada frente & eficiéncia.

A expressio acima, por convergir de uma forma muito lenta, ndo deve ser utilizada
sozinha na solu¢do de problemas de valor inicial. A sua utilizagdo, apesar de conduzir
a resultados satisfatérios, necessita de centenas de avaliagbes da fungdo a ser invertida,
tornando-a virtualmente invidvel. Assim, torna-se imperativo o uso de um método de
aceleragdo de convergéncia. Pode-se comprovar a eficiéncia de alguns deles no trabalho
de Honig e Hirdes (1988) com o algoritmo épsilon e no trabalho de De Hoog, Knight e
Stokes* com o algoritmo do quociente de diferencas (“q — d algorithm”).

Método baseado na quadratura de Gauss

O método para o cdlculo da transformada de Laplace inversa apresentado por
Heydarian, Mullineux ¢ Reed®, se baseava na expressdo da quadratura de Gauss,
apresentando a seguinte expressdo
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Abaixo, encontram-se os pesos e raizes para n igual a oito.

Ay = —39,7952877300696 + 133,878390214722 %
A3z = +70,0204800546693 — 641, 933246796715 1
As = —34, 2426429574756 + 127,808747820743 1
A7 = +4,51745063287586 — 6,14247495100365 ¢

p1 = +10, 1694460066575 + 1,64920179682223 i
ps = +9,40637121369074 + 4, 96921728762329 i
ps = +7,73868814683055 + 8, 3708793062379 i
pr = +4, 68549463282120 + 12, 0105785998138

Os conjugados complexos das raizes e pesos com indice par s&o idénticos aos valores
apresentados acima.

EQUACOES CONSTITUTIVAS

Elasticas

Para o caso de estruturas laminares ortétropas é possivel fazer uma simplificagio:
a deformacdo especifica no sentido da espessura das laminas pode ser desprezada,
restando somente seis coeficientes na matriz de rigidez.
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O coeficiente de corregdo K, tomado como 5/6 por Marques® compensa o erro
cometido ao se assumir a hipétese de distribui¢do uniforme das deformacdes de
cisalhamento transversais.

Viscoelasticas

Uma maneira de se formular as equagbes constitutivas dos materiais de uma
forma genérica, seria a dada por intermédio da linguagem dos operadores na teoria
da viscoelasticidade linear (Fligge, 1967). Desta forma a equagio constitutiva de um
material pode ser dada pela expressio a seguir

P(t)o(t) = Q(t)e (4)
Nesta expressao, P e Q sao arranjos que contém operadores diferenciais parciais lineares

cuja ordem dependera do modelo reolégico que representa o material da estrutura a ser
analisada.
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Uma aproximacdo bastante razodvel do comportamento de qualquer modelo
reolégico pode ser feita quando se utiliza uma cadeia de modelos Kelvin. Neste trabalho
ocorrem no maximo quatro elementos Kelvin na aproximacao do comportamento
diferido do material. Portanto, na aplicacao do método da correspondéncia, a
substituicdo das constantes técnicas se dard por polindmios de no mdximo quarta
ordem.

qo + q15 + g25% + ¢33 + gus?
Do + P18 + p2s? + p3sd + pyst

(5)

Ciji =
ikl

A extensdo ao caso tridimensional obedecerd o disposto no método da
correspondéncia. Segundo este método, aquelas equacoes em ’s’ sao empregadas nas
equagdes constitutivas eldsticas tridimensionais, obtendo-se as equacées para o material
compdsito de comportamento viscoeldstico, porém no plano transformado. As solucoes
no dominio do tempo sdo entdo provenientes da aplicacdo de métodos de inversao
numérica de transformadas de Laplace.

O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E A TRANSFORMADA
DE LAPLACE

Andlise quasi-estatica

Baseando-se no principio dos trabalhos virtuais, as equages de equilibrio de um
corpo podem ser apresentadas como

/ seTodV — / 5UThdV + / sUTtdA (6)
14 \% A

cujo lado esquerdo representa a energia de deformacdo virtual devido as tensdes
internas e o lado direito, o trabalho virtual das a¢oes de volume e superficie atuantes
externamente.

Em viscoelasticidade, os deslocamentos, bem como as tensdes e deformacoes
especificas, podem ser conduzidos ao dominio transformado, resultando, para variagoes
arbitrarias de deslocamento, que

/ BTC(s)BdVU(s) = / NTb(s)dV + / NTt(s)dA (7)
14 14 A

ou, em forma matricial

K(s)U%(s) = F(s) (8)

que é o sistema de equagoes lineares que fornece a solu¢ao em termos de deslocamentos
viscoeldsticos da estrutura no dominio transformado. Neste trabalho, o carregamento
¢ aplicado sobre a estrutura na forma de uma fungio de Heaviside. No entanto, ha a
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possibilidade de algumas cargas serem aplicadas em instantes de tempo diferentes, ao
longo da estrutura. Assim, a equacdo acima poderia ser escrita da seguinte maneira

Fy e 5% )
KU = | 1 || | (9
F,| e %
ou
e %%
Q(s)U%(s) = Fy : (10)
e %%

Andlise dindmica
Numa andlise de vibracoOes, as forcas de inércia sio importantes e devem ser

consideradas nas equagcoes de equilibrio. Portanto, pelo principio dos trabalhos virtuais,
mais uma parcela deve contribuir para o trabalho devido &s cargas externas

/ 5eTadV = / 5UThAV + / SUTtdA — / sUT jUdv (11)
14 14 A A
Esta equacao, matricialmente fica

sMU®(s) + K(s)U®(s) = F(s) (12)

O vetor de cargas neste trabalho serd sempre representante de um impacto que,
a exemplo do disposto na andlise quasi-estatica, também pode ter parcelas de carga
aplicadas em diversos instantes de tempo ao longo da estrutura. Entao se obtém que

_F1 e—sa1
[s?M + K(s)] US(s) = | ; (13)
F, e 5tn

cuja quantidade entre colchetes conduz a uma nova matriz 'Q’ fungio da variivel ’s’,
introduzida anteriormente em (9). O problema de vibragdes estruturais segundo o MTL
fica entao definido da seguinte forma

e—sa1

Q(s)U(s) =Fo | : (14)

e—san

recaindo na mesma expressio resultante para o caso quasi-estitico, ou seja, o problema,
de vibragdes estruturais e o mesmo problema de andlise viscoeldstica. A diferenca reside
obviamente no fendmeno, o que conduz a outra ordem de grandeza para as rigidezes
e viscosidades envolvidas nos modelos redlogicos. O processo de cdlculo é o mesmo.
Mediante uma série de rotinas adicionais, este procedimento foi implementado num
programa para andlise viscoeldstica de cascas®.
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EXEMPLOS DE APLICACAO

Laje isétropa viscoeldstica

A aplicagiio a seguir se trata de uma laje isétropa submetida a uma carga
distribuida ao longo de uma linha no sentido da sua maior dimensio (Figura 1)

p=10/15 MN/m il
Z
3= 0,30m
2,50 m 25m E =20 000 MPa
X

Figura 1. Laje isétropa viscoeldstica

Na solugdo, foi empregado apenas um elemento Kelvin para simular o
comportamento viscoeldstico da laje, onde o tempo de retardagio ’q’ para a sua funcio
de fluéncia vale 100. Os resultados encontrados pelo Método das Varidveis de Estado®
e pelo Método da Transformada de Laplace, em termos de deflexdes para o ponto
central da laje, podem ser visualizados na Figura 2. Os resultados mostram grande
concordéncia entre os métodos, principalmente quando o valor temporal é pequeno.
A maior diferencca ocorre no final do perfodo da anélise (500 dias) e vale 0,80 % em
rela¢do ao resultado fornecido pelo MVE.

0,17%

10 0.77%
/ / —t
0,80% /

0,55% MVE
+  MTL

Dafiax8es (mm)

0%

[ 100 200 aoe 400 300
Tempo (dias)

Q@ N A& @ o

Figura 2. DeflexGes para o centro da laje viscoeldstica
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Colisao de placas

O exemplo a seguir (Figura 3), resolvido analiticamente por Volterra e
Zachmanogiou'?, trata da colisdo de uma placa de massa 'm’ contra outra de massa
desprezivel a uma velocidade vg medida no instante t = 0. As placas possuem a mesma
secio transversal de area A. A placa maior, de comprimento ly, sofre as vibragoes
induzidas pela colisio. Uma cadeia com 1 elemento Kelvin é empregado.

Reologia: i
E=3.947.933,1 Pa
k =19.736.924,0 Pa l
c=82.790,418 Pa s

v, /’_[m$g
o/ —

|Geometria:
A= 1/40 m? (1/4 x 1/10 m)

C
L=12m

Outros dados: LJ1> Xt

m=2kg —
Vo =R m/s —

oV

Tompo (s)

Figura 3. Saida de resultados para a colisdo das placas

Painel de grafite/epéxi

O painel da Figura 4 é constituido por oito laminas de matriz em resina epoxi
e fibras de grafite. Cada lamina possui uma espessura de 0,00014 m, dispostas num
esquema de laminacio simétrico conhecido como ’angle-ply’, isto €, em relagao a um
plano médio, as 14minas se repetem, formando angulos de 45 graus em relagio a diregéo
'x” abaixo. A notacdo utilizada nesse caso é a seguinte: [45° / —45° /45° / — 45°]s.

h

‘i\\
0,0127 m
L —
+-00254m —F x

q=17,50. 10™* MN/m

Figura 4. Painel de grafite/epdxi tracionado
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As constantes eldsticas utilizadas no problema sdo: Fq11 = 126540 MPa; Ey = 9842
MPa; G2 = 6327 MPa e 1193 = 0,34. Desta forma, é assumido que o material se
comporta elasticamente na direcéo das fibras e viscoelasticamente na diregao transversal
a elas e também em cisalhamento. Assim, se pode apresentar o comportamento
viscoeldstico do material nestas direcoes conforme as cadeias apresentadas nas Figuras

Heb.

221069,18  106676,78  147689,07 142307,69 76082,252 10967239

G2 L] || [ ]

Figura 5. Cadeias Kelvin nas diregdes 2-2 e 1-2 das laminas

0,9
g 1,57% \
e
=08 .
& ¥ +
g —nssreasns MVE
+ wmm.
0.7 i
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Tempo (min)

Figura 6. Deformagcdes especificas do painel

Casca de grafite/epdxi

A estrutura é constituida por quatro laminas de resina epdxi com fibras de grafite
(Figura 7), portanto, com as mesmas propriedades constantes no exemplo anterior.

Figura 7. Casca ortdtropa viscoeldstica
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31
- 3 + + +
a9
8
%2‘7’ 4%
, ——MVE
2,5 + MIL
251 ,
) 500 1000 1500 2000
Tempo (min) '

Figura 8. Deflexdes para o centro da casca

As quatro laminas, cada uma com espessura de 0,00028 m, constituem um esquema de
laminagao conhecido como ’cross-ply’, ou seja, [0° /90°]s. As deflexes para o centro
da placa constam na Figura 8.

CONCLUSOES

1. Confirmou-se a influéncia da magnitude do valor da varidvel independente no
aumento do erro cometido pelo Método da Transformada de Laplace quando o
método de inversdo numérica adotado era o baseado na quadratura gaussiana.

2. De uma forma geral, o MTL se mostrou bastante confidvel, o que pode ser observado

na execucgio dos exemplos de aplicagdo, 0s quais apontaram erros que variaram de
0,8 % a 2,38 %.

3. Nos casos cujas forgas de inércia sdao relevantes, o método de inversao numérica
de transformadas de Laplace baseado na quadratura gaussiana nao deve ser usado
devido a sua grande instabilidade em situacdes que envolvam respostas oscilatorias.
No entanto, o método baseado na aceleragio da série de Fourier consegue ser eficaz
mesmo nestas situagdes, porém demandando uma maior quantidade de solugdes
parciais. Este método de inversdo fundamentalmente d4 prioridade & precisao nos
resultados enquanto que aquele baseado na quadratura exige um menor esfor¢o de
maquina e conseqiiente reducio no tempo de andlise.

4. Os métodos incrementais, como 0 MVE em anilises quasi-estticas® ou mesmo
aqueles utilizados em anslises dindmicas como o classico método de Newmark, sao
ideais para a obtengdo de todo o histdrico de resposta dos sistemas estruturais,
enquanto que métodos como o MTL, desenvolvido neste trabalho, mostram-se
muito adequados quando se estd interessado apenas em resultados para poucos
valores da varidvel independente.
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