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RESUMEN

Se presenta una formulacién matematica para los fenémenos acoplados de deformacién del
suelo y difusién, la llamada consolidacién, que incluye los efectos de respuesta elastopldstica del
suelo y deformaciones finitas. Se obtienen las ecuaciones variacionales del problema de contorno
tanto en sus casos no lineal como linealizado de forma que puedan incorporarse directamente
a programas de elementos finitos. El tratamiento algoritmico de la elastoplasticidad con
deformaciones finitas para la fase sélida estd basado en una descomposicién multiplicativa y
se acopla con el algoritmo de flujo del fluido a través de la présién neutra de Kirchhoff. Las
ecuaciones de la cantidad de movimiento y conservacién de la masa se escriben tanto para la
fase sélida como para la fluida siguiendo el movimiento de la matriz sélida, combindndolas a
continuacién mediante la teoria general de mezclas. Puesto que la masa del fluido no tiene
que conservarse en la regién definida por la matriz sélida, se permite también que la densidad
saturada de la mezcla suelo—agua varie con la deformacién del suelo a través del Jacobiano.

SUMMARY

A mathematical formulation for the coupled phenomena. of soil deformation and diffusion,
known as consolidation, is presented. This includes the effects of the elastoplastic behavior of
the soil and the finite deformations. The variational equations of the boundary problem are
obtained for the nonlinear case, as well as for the linearized form, which can be incorporated
directly in finite element programs. The treatment of elastoplasticity with finite deformations
of the solid phase is based on a multiplicative decomposition and is coupled with an algorithm
of fluid flow through the neutral pressure of Kirchhoff. The equations for the quantity of flow
and the conservation of mass are written for both, the solid phase and the fluid, following the
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movement for the solid matrix, combining them through the general theory of mixtures. Since
the fluid mass is not conserved in the region defined by the solid matrix, the saturated density
of the soil-water mixture is permitted to vary with the soil deformation through the Jacobian.

INTRODUCCION

La respuesta no lineal de estructuras geotécnicas suele deberse a la plastificacién y
las deformaciones finitas del esqueleto del suelo. Hay muchas aplicaciones geotécnicas
clasicas donde los efectos no lineales debidos a esos dos factores pueden alterar
en forma critica los resultados de andlisis numéricos.. Como ejemplos se pueden
citar los grandes movimientos de taludes y la inclinacién de torres debida al efecto
P — 4. El impacto de las deformaciones finitas y la respuesta elastopldstica es muy
evidente en arcillas blandas donde con el tiempo se desarrollan movimientos debido al
llamado retraso hidrodindmico o consolidacién, entre otras factores. Por desgracia los
modelos matematicos de la consolidacién con deformaciones finitas y comportamiento
elastoplastico no estan lo suficientemente desarrollados para que puedan usarse de forma,
rutinaria en prototipos de estructuras geotécnicas.

En los casos de consolidacién con deformaciones infinitesimales la estructura
matematica y los métodos numéricos estén bien desarrollados y documentados!~*2 tanto
para el caso elastico como el elastopléstico. El procedimiento general consiste en el
establecimiento de las ecuaciones de la cantidad de movimiento y la conservacién de
la masa en términos del desplazamiento del suelo y el potencial (o presién neutra
de poros) en el fluido, tras lo que se resuelven simultdneamente mediante una
formulacién mixta bicampo. La hipétesis de deformaciones infinitesimales simplifica
la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento, puesto que produce una
descomposicién aditiva de las deformaciones eldsticas y plésticas. En el contexto del
estudio con elementos finitos la hipdtesis infinitesimal simplifica también la ecuacién
de conservacién de la masa, puesto que el cambio de volumen de la mezcla resulta una
combinacién lineal de los desplazamientos nodales de la fase sélida.

La ampliacién a deformaciones finitas de la formulacién infinitesimal de las
ecuaciones clasicas de la consolidacién se basa principalmente en el uso de leyes de
comportamiento incrementales®!'®'*. Ademds de la limitacién a pequefias deformaciones
eldsticas impuesta por esta formulacién hipoeldstica, con ella se embrolla la definicién
adecuada de “gradientes medios” y “cambios medios de volumen” necesarios para
imponer la ecuacién de conservacién de la masa a incrementos finitos. Con
ello los términos de segundo orden en la prolongacién hipoelédstica se desprecian,
particularmente en la ecuacién de conservacién de la masa, lo que produce una
degradacién de la precisién cuando el incremento de carga es grande.

Una formulacién alternativa para la elastoplasticidad con deformaciones finitas es
la descomposicién multiplicativa del gradiente de deformacién®'®, Este método elimina
por completo la “cuestién incremental” en el anilisis con deformaciones finitas'™?® y
permite el desarrollo de grandes deformaciones eldsticas. En particular, una teoria més
reciente?*? indica que la técnica de descomposicién multiplicativa puede explotarse
hasta tal punto que el algoritmo resultante hereda todas la caracteristicas de los modelos
clasicos de plasticidad infinitesimal.
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La adecuacién de la técnica de descomposicién multiplicativa a los sélidos puede
justificarse en la naturaleza particulada del material en forma semejante a lo que
sucede con los metales debido a su microestructura cristalina?®-2?¢. Desde un punto
de vista microestructural, las deformaciones plasticas en los suelos surgen por el
deslizamiento, aplastamiento, cedencia e, incluso para particulas arcillosas aciculares,
por flexién plastica de los granulos que forman el conjunto®. Aunque puede
argumentarse que las deformaciones en los suelos son predominantemente plésticas,
pueden producirse deformaciones reversibles debidas a la elasticidad de las particulas
que son grandes si las particulas se acodalan debido a una alta densidad inicial del
conjunto. La descomposicién multiplicativa del gradiente de la deformacién suministra
un procedimiento para describir matematicamente las relaciones entre la configuracién
de referencia, la configuracidon actual y la configuracién intermedia, descargada y
sin tensiones, de una porcién de suelo sometida a deformacién finita en sentido
macroscopico.

La coaccién sobre el volumen impuesta por el flujo del fluido es otro tema recurrente
en la literatura sobre el andlisis de deformacién por consolidacién. En la formulacién
presentada en este articulo los puntos clave son el papel jugado por el Jacobiano®®* y la,
adecuada caracterizacion del flujo fluido. Para describir este dltimo se emplea la teoria
de mezclas®*~* contemplando la mezcla de suelo y agua como un continuo bifésico.
Sin embargo, en contraste con planteamientos previos se opta por seguir tan sélo el
movimiento de la fase sélida y escribir la ley de Darcy generalizada en formulacién
espacial y en funcién del movimiento relativo del fluido respecto al sélido®*~*'. Si se
puede o no escribir la ley de Darcy generalizada en términos “espaciales”, cuando el
movimiento de la fase sélida es finito, es un tema que precisa més experimentacién lo
que, por otra parte, sucede con la mayoria de las leyes de comportamiento incremental
de los suelos. Sin embargo, la descripcién espacial de la ley de Darcy generalizada
suministra una ley de comportamiento fluido completa. Ademads el uso del movimiento
relativo del fluido hace que su movimiento intrinseco se deduzca en forma natural de
la formulacién matematica. . ‘

Finalmente, se desarrollan formas variacionales del problema de contorno y se
deducen las expresiones linealizadas de las ecuaciones mas importantes del continuo.
Las expresiones variacionales del problema de contorno sirven para la implementacién
mediante elementos finitos de la teoria de la consolidacién no lineal, mientras que la
linealizacién suministra el nexo entre las teorias lineal y no lineal, siendo ademads un paso
crucial en la derivacién de expresiones explicitas para el operador tangente consistente
que se usa en el andlisis no lineal con elementos finitos*~®.

La presentacidon de temas se realiza por capitulos en este orden: las leyes de
conservacion, las ecuaciones variacionales y la linealizacién. En cuanto a notacién
y simbolos las negritas se usan para matrices y vectores, el punto “-” indica producto
interno de dos vectores (vg.: a-b = a;b;) o contraccién de dos indices adyacentes en dos
tensores (vg.: ¢-d = ¢;;d;x); los dos puntos indican producto interno de dos tensores
de segundo orden (vg.: c:d = ¢;;d;;) o contraccién doble de los indices adyacentes
en tensores de rango dos o superior (vg.: D:C = DrjxrCxky); los subindices en
mayusculas indican coordenadas materiales y los subindices en minisculas se refieren
a coordenadas espaciales.
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Ecuaciones de equilibrio

En este apartado se presentan los principios de equilibrio que gobiernan la
interaccién entre las partes sélida y fluida de la mezcla saturada bifasica suelo-agua.
Para la obtencién de las leyes de equilibrio se considera por separado el movimiento
de las fases sélida y fluida. Tras ello se usa la teoria de mezclas®*~*® para combinar las
ecuaciones de campo escogiendo como movimiento de referencia el intrinseco de la fase
sélida respecto a la cual se describird el del fluido.

Conservacidon de la cantidad de movimiento

Sea ¢: B — R™ el movimiento o conjunto de configuraciones de una porcidén
simple de suelo saturado de agua B C R™s? y sea U un conjunto abierto con contorno
C! a trozos tal que U C B. Ademds, sean o° v 0¥ los tensores tensién parciales de
Cauchy??~* originados respectivamente en las tensiones intergranular y fluida y lldmese
n-al vector unitario normal a la superficie 9¢:(U) de la regién deformada ¢;(U). El
tensor total de Cauchy & se obtiene de la suma

dg=0°+0" (1)

Para la fase sélida la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento en
ausencia de fuerzas inerciales y fuentes debidas a reacciones quimicas con el fluido toma
la forma

/ ps(l—)gdv + h®dv + o°-nda=20 (2a)
é:(U) ¢ {U) 864(U)

con la siguiente expresion local

ps(l—p)g+h’+dive®=0 (2b)

donde p; es la densidad de las particulas s6lidas, ¢ la porosidad del suelo (definida como
el indice macroscépico del volumen de huecos al volumen total de la mezcla suelo—agua,
g es el vector de aceleracién de la gravedad, h® es una fuerza de volumen representativa
de las fuerzas de filtracién por unidad de volumen transferida a la fase sélida por los
efectos de difusién y “div” es el operador divergencia en la descripcién espacial.

Para la fase fluida la conservacién de la cantidad de movimiento se expresa mediante
una ecuacién semejante '

/ Puwpgdv + / h¥dv + / o -nda=0 (3a)
b (U) ¢ (U) d¢:(U)

con la siguiente expresién local

puwpg +hY +dive” =0 (3b)

donde p,, es la densidad de la fase fluida y h* es la fuerza de filtracién por unidad de
volumen ejercida por la matriz sélida sobre la fase fluida. Obsérvese que, puesto que
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h® y h" son fuerzas internas que no afectan la mezcla conjunta suelo—agua, se tiene
h® + h” = 0. En consecuencia al sumar (2a) y (3a) se tiene

/ pgdv + / 0-nda=0 (4a)
¢ (U) O (U) ,
con la expresién local
g +dive =0 (4b)
donde
p=ps(1 =)+ puip (5)

es la densidad de la mezcla suelo—agua. :

Sean ahora P* y P? los tensores Piola—Kirchhoff de tensién parciales en el agua
y contactos intergranulares respectivamente. Sea también N el vector unitario normal
a la superficie OU de la regién no deformada U. El tensor P se define de forma que
PY - N representa la fuerza resultante ejercida por el fluido por unidad de superficie de
la matriz sélida en la configuracién no deformada; de la misma forma el producto P*-N
es la fuerza resultante neta ejercida por los granulos individuales (que pueden incluir
efectos parciales de presién fluida) sobre la misma, superficie de referencia indeformada.
Por efecto de la descomposicion aditiva de los tensores parciales de Cauchy se obtiene
una expresién similar para el tensor total de Piola—Kirchhoff P

P=P°+PY (6)

donde P? y P" son los primeros tensores parciales de Piola—Kirchhoff originados en las
fases sélida y fluida respectivamente.

Una descomposicién més habitual del tensor P se basa en el uso de las llamadas
tensiones efectivas y toma la forma

P = P+ (7)

donde P es el primer tensor efectivo de Piola—Kirchhoff y P¥/y es un tensor no
simétrico definido de modo que (P* /) - N represente la fuerza resultante ejercida por
el fluido sobre la unidad de area de huecos en la configuracién indeformada. Obsérvese
que el tensor de tensién efectiva P y el tensor parcial de tensiones P* no son el mismo,
sino que estan relacionados por la ecuacién

P:P+(é—0Pw | | (8)

La ecuacién (7) proviene de la ecuacién de tensiones efectivas de Terzaghi*? que es
clave en numerosos problemas en mecdnica de suelo.
Se puede desarrollar una ecuacién semejante a la (4a) en funmon del tensor P.
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Usando la configuracién indeformada, (4) puede escribirse como
/ p0GdV + [ P-Ndd=o0 9)
u au

donde G = g es el vector de aceleraciones de la gravedad asociado con la configuracién
indeformada y pp es una aplicacién regresiva (pull-back) de densidad de la mezcla
suelo—agua obtenida mediante

99

po=Jp; J det( )’ X’

¢=X+u (10)

donde J es el Jacobiano, F el gradiente de la deformacion, ¢ las coordenadas del
movimiento, X las coordenadas de un punto X en la configuracién indeformada y u es
el desplazamiento macroscépico de la fase sélida.

Las definiciones anteriores se basan en las ecuaciones de transformacién asociadas
con el desplazamiento u de la fase sdlida. En consecuencia el fluido que llena los
huecos en el punto ¢(X,t) puede no ser el mismo que los ocupaba en la referencia
#(X,0) de la regién indeformada U. Matematicamente ¢;(U) = ¢ (UY), donde ¢ es
la configuracién de la fase fluida derivada de su propio movimiento que ahora coincide
con ¢, y (U™) = ¢}%, es la regién originalmente ocupada por el fluido que ahora se
encuentra en ¢, y que puede incluso no estar en B. En otras palabras, la masa total de
la mezcla de suelo-agua en B no tiene que conservarse en ¢;(B).

Para comprender mejor las implicaciones de los efectos de la difusién en las
densidades, considérese el siguiente andlisis de las relaciones de fases. Sea @y =
wo(X,t = 0) la porosidad inicial del punto X en B. El volumen inicial de huecos en
un volumen elemental dV' es ¢pdV, mientras que el volumen de sélidos es (1 — ¢g)dV.
Conforme se deforma la matriz sélida, su volumen cambia a dv = JdV. Supéngase
ahora que la fase sélida es incompresible. Puesto que u es el desplazamiento de la fase
sélida, su volumen conserva en el valor (1 — ¢o)dV en dV, mientras que el volumen de
huecos cambia a dv — (1 — ¢g)dV, por lo que la porosidad varia segiin

_JdV — (1 - gg)dV
- Jdv

Es decir, tanto la densidad como la porosidad del suelo varfan con la deformacion
segun el Jacobiano J.

La expresién local de (9) produce el siguiente planteamiento parcial del problema
de contorno: obtener el movimiento ¢;: B — R"s¢ tal que

=1-(1-@)J (11)

DIVP + poG = 0 (12)

sometido a las siguientes condiciones de contorno: el movimiento ¢ esté obligado a ser
igual a ¢q4 en la parte dB% del contorno dB y el vector tensién P - N = t se prescribe
en el resto B?; adem4s debe cumplirse la conservacién de la masa. En (12) DIV es el
operador divergencia en la descripcién material.
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Conservacién de la masa

Sean ms y m, las masas totales de sélido y fluido respectivamente en una
configuracién deformada arbitraria ¢;(U4). En funcién de las densidades esas masas
se obtienen mediante las siguientes integrales de volumen

mg = / ps(l—p)dv, my = / Pwipdv (13)
b:(U) é+(U)

Por la ley de conservacion la derivada material respecto al tiempo de estas masas
se anula individualmente. Para la fase sdlida se tiene

d(ms) _ Ops(L—¢)] . _
con la localizacién
Alps(1 = )] + div[ps(1 —¢)v] =0 (14b)

ot

donde v es la velocidad intrinseca de la fase sélida. Para la fase fluida se tienen
igualmente

d(mw) _ a(prO) . w } _
p7ante /(Mu){ 5 + div(pypev?) pdv =0 (15a)
con la localizacién
i{;:ﬂ + div(py,pv®) =0 (15b)

donde v¥ es la velocidad intrinseca de la fase fluida.
La conservacién de la masa para la mezcla suelo—agua puede obtenerse directamente
a partir de (14) y (15). Por ejemplo, sumando (14b) y (15b), se tiene

Op .
5 T div(pv) =0 (16)

donde ¥ es la velocidad media volumétrica de la mezcla, es decir

ps(1 — @)V + pupv®
0

Cuando las fases sélida y fluida sigan el mismo movimiento, se tiene v = v¥ = v y la

mezcla suelo—agua tiene un flujo monofisico. Es el tipo que prevalece en condiciones

de carga sin drenaje.
Para uso futuro es conveniente definir una velocidad superficial o de Darcy mediante

vV =

(17)

w

v =p(v¥—v) (18)

El vector v representa el ratio volumétrico del flujo por unidad de area de la masa de
suelo deformandose.
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En lo que resta se supondrd que tanto la fase fluida como la sélida son
incompresibles. En estas condiciones ps y p, pueden sacarse de la derivada parcial
y eliminarse de (14a) y (15a). La suma de las expresiones resultantes conduce a

div[(1 — @)v] + div(ev¥) =0 (19)
Puesto que segtin (18) ¢v* = v + ¢V, se obtiene el siguiente problema de contorno
complementario a (12): obtener el potencial II en ¢:(B) tal que

divv+divv=0 (20)
con las siguientes condiciones de contorno: se prescribe que II valga IIg en una parte
0¢¢ de 8¢:(B) y el flujo volumétrico sea v -n = —g en el resto O¢? , ademés del enlace

impuesto por la conservacién de la cantidad de movimiento. n es la normal unitaria
exterior a la superficie deformada 8¢;(B) y ¢ es positiva cuando el fluido entra en el
suelo.

Conservacién de la energia

Esta seccién describe la primera ley de la termodindmica para una mezcla saturada
de suelo y agua. La conservacién de la energia es importante para interpretar la llamada
funcién de energia almacenada que sera usada ampliamente en las siguientes secciones.

Supdngase que existen funciones de energia interna es; y e, que representan la
funcién de energia interna por la unidad de masa sélida y la funcién de energia interna
por unidad de masa fluida respectivamente. Despreciando los términos de energia
cinética y potencia no mecénica y suponiendo que se conservan la masa y la cantidad
de movimiento, el balance de energia de la fase sélida se escribe como

d
L n-gedv=[ g -ggvivt [ b evdus
$:(U) (%)) ée(U) (21a)
+ / o’:v®nda
B¢ (U)
con la siguiente localizacion
ps(l — @)és =o®:d (21b)
donde (Vv®n);; =vn; y
d = sim (1); I=grad v (22)

d es el llamado tensor de velocidad de deformacién y I es el gradiente de velocidad en
descripcién espacial.

Bajo la misma serie de hipétesis, el balance de energfa en la fase fluida se puede
escribir como

é / Puwpeyndv = f Puw¥g - v¥dv + h* - v¥du+
dt Ja. ) & (U) B+ (U) (230)

+ / o¥:v¥ ® nda
Bt (L)



CONSOLIDACION ELASTOPLASTICA CON DEFORMACIONES FINITAS 353

con la localizaciéon
Puwpby =0’ dY (23b)

donde
d¥ = sim (I*); 1Y = grad(v") (24)

Las versiones localizadas del balance de energia se pueden derivar como sigue.
Considérese por ejemplo el primer miembro de (23a}. Se tiene

d / O(pwipew) | ..
— Puwipeydv = / {— + div[py e, v® }d'v =
dt Jeu () $:(14) ot | |

Lo [ ]

dey
+ puw® <—;—+grad ew-v“’)}dvz

= PuwPeqydv
b:(U)

en virtud de la versién localizada de la conservacién de la masa (15b). Ademas

/ o¥: v’ @nda = / [(dive™) - v¥ + av: [¥]dv
O (U) é:(U)

La sustitucién en (23a), el uso de la versién localizada de la conservacién de
la cantidad de movimiento (3b) y la observacién que, puesto que o es simétrico,
o¥: 1Y = g¥:d¥ permiten llegar a la versién localizada (23b).

El balance de energia para la mezcla suelo-agua puede derivarse sumando las
potencias de las tensiones en (21b) y (23b). El resultado toma la forma

pe=0"d+o":d¥ (25)

donde € es el incremento de energia interna para la mezcla suelo-agua obtenido a partir
de la media volumétrica

5= ps(1 — @)és + puipéy (26)
0

En ocasiones conviene escribir la conservacién de la energia en la descripcién
material, donde el dominio de integracién permanece fijo. Para ello se usa la siguiente
transformacién. Témese el indice derecho del tensor P y sométase a una aplicacién
progresiva (push-forward) mediante la configuracién ¢;. El resultado es el tensor de
tensiones totales de Kirchhoff 7, que difiere del tensor de tensiones totales de Cauchy
o en el factor J, es decir

F=Jo=P - F (27)
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Debido a la descomposicién aditiva de & y P se puede también descomponer 7 en
una parte sélida y otra fluida en cualquiera de las siguientes formas [ver (6) y (7)]

w
F=r"+1Y=7+— (28)
14
Siempre que sea posible se utilizara la segunda forma basada en la idea de tensiones
efectivas. Ademds se supondrd un fluido perfecto (es decir, sin capacidad para resistir
tensiones tangenciales) y se escribird la ecuacién de tensiones efectivas basada en
tensiones de Kirchhoff como sigue

T=71-01 (29)

doride 6 es la presién neutra de Kirchhoff (compresiones positivas) y 1 es el tensor
identidad de segundo orden.

Si se retrae P por la izquierda mediante el movimiento inverso, ¢; = inverso(¢;),
se obtiene el tensor de tensiones totales simétrico de Piola-Kirchhoff S

S=F'P=F'%F'=JF'gF* (30)

Adem3s, mediante la descomposicién aditiva de las tensiones en el sélido y el fluido, se
tiene la siguiente ecuacién en tensiones efectivas

S=8-6C! (31)

donde S es €l segundo tensor de Piola-Kirchhoff de tensiones efectivas y C es el tensor
simétrico derecho de Cauchy-Green dado explicitamente por

C=F'"F (32)

Sean ahora z = ¢(X,t), Es(X,t) = es(z,t) v Ew(X,t) = ey(z,t). Sise multiplica
la ecuacién de conservacién de energfa para la fase s6lida en su forma localizada (21b)
por J y se usa la expresion (11) de la porosidad, se obtiene la siguiente expresién del
balance de energia de la fase sélida en forma localizada y descripcién material

. 1. .
ps(l—po)Es =1°:d = 588: C (33)

No debe sorprender la semejanza de forma entre (21b) y (33), puesto que la masa
de la fase sélida se conserva en su propio movimiento. Por otro lado, al multiplicar el
balance localizado de energia en la fase sélida por el mismo Jacobiano, se tiene

pwld — (1 — @o)|EBy =77:d¥ =

1 .
—8v: ¥ - (34)
2 .

con una interpretacién equivalente para el tensor C¥. En contraste con (33), la (34)

carece de significado fisico, pues el movimiento de la fase fluida no esté4 asociado con el
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Jacobiano J. Ahora se puede escribir el balance de energia para la mezcla suelo—agua,
en la descripcién material como

> 1 - :
JpE =1°:d + 1":d"¥ = ESS:C-l-%Swij‘ ’ (35)

donde F se obtiene mediante media volumétrica

ps(1 = 0)Es + pulJ — (1 — o)) Ey
Jp

i
o

E=

(36)

La cantidad JpE es la potencia mecénica generada por unidad de volumen. de
referencia de la mezcla suelo-agua.

Hasta ahora se han presentado los resultados del balance de energia en términos
de tensiones parciales. Sin embargo, en la practica ingenieril, casi nunca se usan y se
prefiere trabajar en tensiones efectivas. La siguiente proposicién unifica los conceptos
presentados y demuestra que las tensiones efectivas pueden usarse para interpretar las
leyes de conservacién de la energia con mayor eficacia que las tensiones parciales.

Proposicién 1
Suponiendo que tanto las particulas sélidas como el fluido son 1ncompre51bles y que se
cumple la conservacion de la masa para una mezcla saturada de suelo y agua, se tiene

JpEz'r:d | (37)

es decir, la suma de las potencias mecénicas de las tensiones parciales es igual a la de
las tensiones efectivas con las deformaciones de la matriz sélida calculada a partir de
su propio movimiento.

Para probar (37) se necesita el siguiente lema:

Lema
El gradiante del Jacobiano en descripcién espacial es nulo.

Demostracion
Se puede demostrar que si a(z) es una matriz funcién de z , se tiene

d _dayj
'czz'det a(z) = —d'z""COF(a”)
donde COF(a;;) es el cofactor del elemento (a;;) de la matriz a. Por tanto
oJ 0 ( 0¢; _
aiL‘i o 63:, (8XK> COF(FJK) =0

Corolario
Un corolario importante a este resultado en vista de (5) y (11) es que

grad J =grad p=grad ¢ =0 (38)
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Demostracién de la proposicién
Por definicién

JpE =7%d+7":d¥ =7°:d — pfl: d¥ = 7°: d — phdiv v¥

Desarrollando ahora la ecuacién de conservacién del volumen (19) y usando (38), se
tiene

div v¥ = (1— l) div v
'2

Al insertar en la ecuacién anterior, se tiene

Jp.é’:?'s:d-f-(p@ (l—l)divvzrs:d— (l—l)rw:dz
4 ¥
= ['rs— (1—1>'r“’} d=71:d
o .

Nota 1

La Proposicién 1 establece que la potencia mecénica total en la mezcla suelo—agua es
absorbida por el incremento de energia 7:d y que el tensor 7%/ en (28) no trabaja.
Ello puede parecer una paradoja, pero debe recordarse que 7%/ es un tensor de fuerzas
en el fluido por unidad de drea fluide, y puesto que aquél se supone incompresible y
perfecto, no tiene potencia mecédnica. De nuevo, se ve la absoluta diferencia entre el
tensor de tensiones parciales 7% y el tensor fluido ¢ /.

ECUACIONES VARIACIONALES, LEYES DE COMPORTAMIENTO
Y ALGORITMOS

En este apartado se establece la forma débil de la teoria no lineal de consolidacion
y se bosqueja como se pueden incorporar a la formulacién las leyes de comportamiento
de las fases sélida y fluida. La idea es usar la configuracién no deformada siempre que
sea posible, ya que el dominio permanece fijo a lo largo del proceso de solucién.

Forma dé¢bil del problema de contorno

Siguiendo el esquema clasico de los principios variacionales se definen los siguientes
espacios: sea el espacio de configuraciones

Cyp = {¢: B — R™d|¢; € Hg, ¢ = ¢4 sobre 83‘2}
y el espacio de variaciones

Vs = {n: B — R™d|n; € H', n = 0 sobre 0B}
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Ademis, sea G:Cy X Vy — R tal que

G(¢,TL,q) = / (GRAD n:P ~ pon- G)aV — [ n-tda (39)
B o8
Se puede demostrar ficilmente que G(4,II,1) = 0 es equivalente a (12) si P y 7 se
suponen en C'. ‘
A continuacién se define el espacio de potenciales como

Co = {II: ¢4(B) — RJII € H', I = Iy sobre d¢?}

y el correspondiente espacio de variaciones como

Vo = {¢: ¢:(B) — Ry € H', ¥ = 0 sobre 8¢}
Ademas, sea H:Cy X Vyp — R dado por

H,TLy) = |

(bdiv v — grad o - 9)dv — / wq da (40)
) 80}(B)

De nuevo, la condicién H (6,11,%) = 0 es equivalente a (20), si ¥, v y ¥ se suponen
contenidos en C*.

La forma débil del problema de contorno es como sigue: obténgase ¢ € Cy y Il € Cg
tales que :

G(¢a Han) = H((}ﬁ, H’d)) =0 (41)

para todo g € Vg y ¢ € V.

La condicién (41) surge directamente de la forma fuerte del problema de contorno.
Sin embargo, las funciones G y H poseen una estructura complicada que no se presta
facilmente a operaciones matriciales tipicas. En lo que sigue se reestructuran estas
funciones, especialmente H(¢,II, ), de tal forma que la integracién se realiza respecto
a la configuracién indeformada comiin B. )

Considérese primero la funcién G(¢,1I,1). Usando los resultados descritos en la
seccién previa, se puede poner G en la forma siguiente

G(¢,TL,7) = /B (grad n: 7 — 6divey — pon - G)dV — /6 -t (42)

Considérese a continuacién la funcién H(¢,II,v). Se trata de una funcién
integral arrastrada desde la configuracién deformada. El dominio de integracién
puede obtenerse rdpidamente a partir de la configuracién indeformada introduciendo
el Jacobiano J. Puesto que J jugara un papel esencial en las ecuaciones de volumen,
se describen a continuacién algunas de sus propiedades mas importantes.

Proposicion 2
La derivada del Jacobiano es

J=Jdivv (43)
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Demostracién
De nuevo, mediante dlgebra matricial, si a es una matriz dependiente del tiempo

d da; N
S det a(t) = —*COF(a;;) = &: COF(a)
Por tanto
%Z ot (a¢> COF(F) = grad v - F: COF(F) = J div v

El dltimo término resulta al observar que el sémbolo de contraccién *:” produce una

suma de nueve determinantes de los que sélo sobreviven tres, ya que en los demas

aparecen filas repetidas, y por tanto se anulan.
a

Sea ahora V- N = —Q el incremento de flujo volumétrico prescrito por unidad de
4rea indeformada a través del contorno 88", donde V = JF~! . ¥ es la transformada
mediante Piola del vector velocidad de Da,rcy v y @ es positiva cuando apunta hacia
adentro en relacién a la superficie deformada 8B con normal exterior N. Introduciendo
la identidad (43) en (40), se obtiene la ecuacién variacional para el balance de volumen
en la configuracién indeformada B

HOILY) = [ (6] - grad o J9)av - [ 6Q da (44)

Una condicién habitual es ¢ = @ = 0, es decir, no entra fluido al sistema, tal como
sucede cuando existen contornos impermeables.

Desigualdad de disipacion reducida

Sea D la funcién de disipacién local por unidad de volumen de referencia de la
matriz de suelo asociada con el punto material X € B. Sea ademéds ¥ la funcién de
energfa almacenada o energfa libre por unidad de volumen de referencia de la matriz
de suelo. Despreciando la potencia no mecanica y la produccién de energfa cinética, la
segunda. ley establece que

dv A
D=7d i S C = >0 (45)

Para un material eldstico evidentemente d¥/dt = JpE y D = 0 (37). Ademss, en
un proceso eldstico isotermo ¥ depende solamente de X y C, ya que debe cumplir el
axioma de indiferencia material®®3'. También se puede decir que ¥ es sélo funcién de
X y del tensor de Cauchy—Green a la izguierda

b=F.F¢ (46)

en procesos eldsticos isotermos.
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Para un proceso elastopldstico més general se puede emplear la siguiente
descomposicién multiplicativa del gradiente de deformacién'®'®

F=F.F’, VYXeB t>0 (47)

Desde el punto de vista micromecdnico FP es una variable interna relacionada con
los desplazamientos, aplastamientos e incluso flexiones pldsticas (para partlculas
aciculares) de los granulos que forman el conjunto de suelo. Reciprocamente, (F¢)™1
define la configuracién descargada, libre de tensiones, del punto material X. Bajo el
esquema propuesto en (47) se puede escribir la siguiente expresién funcional para la
funcién de energia almacenada en un proceso elastopléstico

¥ = ¥(be,¢), b® = F¢.F< (48)

donde b¢ es el tensor eldstico de Cauchy—Green a la izquierda y & es una variable
interna pldstica que se define de modo que g = OW/O¢ caracteriza la respuesta al
endurecimiento del suelo.

Para que (45) sea utilizada en todos los procesos admisibles y para satisfacer
el postulado de méxima disipacién pldstica, un razonamiento tipico conduce a las
siguientes leyes de comportamiento® '

ov o OF . . OF
=2— - b°®, —=Lyb% =4— - b%
T= 2(%6 2[: 2D 'ya &= 'y (49)
donde ¥ >0, F <0,¥F =0, Fes la func1on de plastlﬁcacmn y E be es la llamada

derlvada de Lie de b€.

Nota 2

Puesto que toda la potencia mecdnica estd contenida en el tensor 7, es deseable
desarrollar las leyes de comportamiento de los suelos en funcién de las tensiones
efectivas. En la prictica los modelos basados en ellas, como el Cam—-Clay y sus
perfeccionamientos posteriores, se desarrollan prescindiendo de la presencia o ausencia
de agua en los poros. Los modelos de este tipo suelen reproducir la respuesta
fenomenoldgica de suelos secos o de los saturados en condiciones con drenaje. El
uso de 7 también permite la escritura de la funciéon ¥ de energia almacenada en un
volumen de referencia, fijo o indeformado, de la matriz de suelo. Ello es ventajoso
frente a formulaciones basadas en tensiones parciales, puesto que elimina la necesidad
de arrastrar el movimiento material del fluido al modelar la respuesta del suelo.

Nota 3

Ademis de la indiferencia material, una hipétesis clave es el comportamiento isétropo.
Por ejemplo, si F = F(71,5:) = 0 es la funcién de plastificacién, F debe ser una funcién
isétropa de 7. Ello implica que 7, b® y ¥ /b son conmutativas. Los temas relativos
a la elastoplasticidad con deformaciones finitas estdn muy bien tratados en®®, en el
contexto de la teoria multiplicativa de la plasticidad. Puesto que puede combinarse muy
bien con la presente teoria de consolidacién no lineal, serd adoptada en este articulo.
A continuacién se describen sus principales caracteristicas.
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Modelos de plasticidad multiplicativa para el esqueleto del suelo

Sea la descomposicién espectral del tensor eldstico de Cauchy—Green a la izquierda

3
be = Z (/\fq)2m(A); m = n(4 g n(4 (50)
A=1

donde X% es el alargamiento eldstico principal correspondiente a la direccién principal
n) y A es un indice que toma los valores 1, 2 y 3. Recuérdese que b® es una medida
de la deformacién eldstica de la matriz sélida o esqueleto del suelo. Limitandose al caso
isétropo, el tensor de Kirchhoff de tensiones efectivas 7 se puede descomponer también
espectralmente en la forma

3
T = Z ﬂAm(A) (51)

A=1

donde B4 son las tensiones principales de Kirchhoff para A = 1,2,3. La isotropia
implica que las direcciones principales de 7 coinciden con las de b®.

La indiferencia material y la isotropia también implican que la funcién de energia
libre es una funcién simétrica de los alargamientos eldsticos principales. De forma
equivalente se tiene

U(X,b%) = ¥(X,€],e5,€5); €3 =In(A), A=123 (52)
Las €% son llamadas alargamientos logaritmicos eldsticos principales. Con ello la
ecuacién constitutiva (49) se reduce a relaciones escalares entre las tensiones principales
efectivas de Kirchhoff 84 y los alargamientos logaritmicos eldsticos principales €%, a

través de la funcién ¥ mediante

_o¥
- 0¢5

Ba

A=1,2,3 : (53)

Esta ecuacién es valida para cualquier forma de energia almacenada ¥ dada por (52).

En el régimen elastopldstico queda la tarea adicional de respetar el criterio de
plastificacién F(r, x) = O para el esqueleto del suelo. La mejor forma de conseguirlo
es por incrementos desde la configuracién a la que se ha convergido ¢ (B), a la
configuracién incégnita ¢, , (B). El proceso se realiza en dos etapas. En la primera, la
plastificacién se “congela” y el paso elastico se da ignorando las coacciones impuestas
por el criterio de plastificacién. Ello conduce a un estado eldstico de prueba y al
conjunto de ecuaciones

f=1.f; b®=2sim(-b); £=0 (54)

donde f = 8¢/0x, es el gradiente de la deformacién calculado en relacién con la
configuracién ¢y, (B).
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En el segundo paso se mantiene fijo el estado de prueba y se introduce la relajaciéon
pléstica mediante una “aplicacién de retorno”. El algoritmo explicito es

f=0;, b° =—278—f b, €= 'ya]: ' (55)
or ax

cony>0,F<0y~4F =0. En (54) y (55) 1 es el gradiente espacial de la velocidad
de la fase sélida que toma una forma idéntica a la dada por (22).

La parte incremental de las ecuaciones de evolucién (54) y (55) se obtiene del
siguiente algoritmo. En (54) la parte incremental del tensor de prueba de Cauchy—
Green a la izquierda se calcula con

Y N 7 (56)

donde bt y &, son los valores respectivos de b® y £ en la configuracién ¢;,. El tensor
b® * puede descomponerse espectralmente en la forma

3 C
bt tr = Z ()‘ztr)2mtr (A); mb (4) _ nt* (A4) ® nt’ (4) (57)
A=1 '

Se puede introducir una aprozimacidn ezponencial en la ecuacién de la regla de
plastificaciéon mediante

0
b® = exp ( 2A’y%7:> be E=6&n+ Ay a]: ' (58)

donde A~ es un parametro de congruencia que cumple la condicién Ay >0, F <0y
AvF = 0.

Teniendo en cuenta la isotropia, se llega a la existencia de una funcién F =

F(B1, B2, B3,€) tal que

ZaﬁA W 69

Insertando (59) en (58) e invirtiendo, se tiene

. A
be ¥ = Z I:()\A) exp (2A'y§; )jl m(4) (60)

A=1

Comparando (57) y (60), se tienen los siguientes resultados itiles
m = mW; (3)? = exp ( b ) (342 (61)

La ecuacién (61) establece que las direcciones principales n™ coinciden con las
direcciones principales de prueba n'f (4) y que el algoritmo “aplicacién de retorno”
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(61) tiene lugar segin ejes fijos definidos por el estado elastico de prueba. Ademis las
ecuaciones de la aplicacién de retorno adquieren una forma aditiva simple, si se toman
los algoritmos naturales de (61). El resultado es una aplicacién de retorno lineal en el
espacio de deformaciones, expresada por

dF
084

Finalmente, se obtiene un algoritmo lineal por la aplicacién de retorno (semejante
al presentado en*® pero en el espacio de las tensiones efectivas de Kirchhoff) al admitir
un operador de elasticidad constante a4p mediante la ecuacién

€ =€5" — Ay (62)

Z aABeBa A= 1,2,3 (63)

8(—:A

El resultado es

@Azﬁ A=1,2,3 (64)

B=1

Asi, 7 puede definirse completamente mediante (51) y (64) y puede insertarse en la
ecuacién variacional (42).

Particularizacién de la teoria de plasticidad multiplicativa al estado de carga
sin drenaje

Suponiendo que tanto los granos sélidos como los fluidos en una mezcla saturada
suelo—agua son incompresibles, la deformacién sin drenaje se obtiene de cualquiera de
las siguientes condiciones equivalentes

(i) ¢+ mantiene el volumen,
(i) J(X,t) =1,
(iii) div v =0.
A partir de (43) y de la condicién J(X,0) = 1 se puede establecer la equivalencia entre
(ii) y (iii). Las condiciones sin drenaje implican también que las fases sélida y fluida
siguen los mismos movimientos de modo que v = v¥ y v = 0. Las condiciones sin
drenaje dominan cuando el suelo se carga a un ritmo tan rdpido que se evita el flujo
de fluido.

A continuacién se van a imponer las condiciones sin drenaje en la teoria de
plasticidad multiplicativa**. Sea J¢ = det(F¢) y JP? = det(FP). Tomando el
determinante de (47), se tiene la siguiente relacién para la carga sin drenaje

J=JJP =1, VX € B; t>0 (65)
Imponiendo (65) en el instante ¢, y para cualquier instante ¢ € [t,,,11], se obtiene

JoX.t) _ IR

Je T JP(X,t) (66)
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donde J: y JE son los respectivos valores de J¢(X) y JP(X) en el instante t = t,,.
Para obtener una expresién mds explicita de J%(X,t) y JP(X,t) se aprovecha que
= (det b®)'/2 dado por (48); la derivada temporal de J¢ usando (54) y (55), estd
dada por
e — 1 be epe—1. 1.e
J :COF(b®) = = J b :bf =

T a2Je
= Jb* L [51m(l be)—'y-aaZ be]

e OF
= —J%tr (37')

puesto que b®~!:sim(l - b®) = div v = 0 para condiciones sin drejane. Integrando (67)
y usando un esquema de diferencias regresivas para las tensiones

(67)

donde Ay = #(t — t,). Puesto que la parte logaritmica se integra exactamente y las
tensiones estan solo en forma aproximada, la exactitud de la aproximacién se transmite
a (68), es decir, la integracién es exacta en primer orden.

A partir de la descomposicién de b€ se tiene

JE(X,t) = det(F®) = {/det(be) = ATAEAS (69)

donde los A% son los alargamientos eldsticos principales. Por tanto, la coaccién de
incompresibilidad en el problema sin drenaje es

OF
A = O exp | -Aer (57| (70)
Tomando logaritmos naturales en ambos lados, se tiene
OF
tr(e®) = tr{e’ A t 71
r(e) = uler) - Arte (5 ) ()

donde €°® y € son los tensores diagonales de los alargamientos logaritmicos principales
calculados en los instantes ¢ y £, respectivamente.
Se puede obtener una expresién semejante a la (71) tomando la traza de (72)

(OF
tr(e®) = tr(e® ¥) — Aytr | — 72
r(e®) = tr(e® *) 'yr<8?_) (72)
Restando (71) y (72), se tiene en

br(e® ) — tr(€%) = tr(A€ ) = 0 (73)

En otras palabras, la condicién de incompresibilidad se cumple mediante la condicién
que la suma de los incrementos de alargamientos eldsticos logaritmicos de prueba
principales se anulan en cada incremento de carga. En la siguiente proposicién se
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demuestra que la condicién (73) realmente produce la conservacién ezacta del volumen
para todo t > ¢,.

Proposicion 3

Las siguientes igualdades son equivalentes:
(i) tr(Ae® ) = tr(e® ) — tr(et) = 0,

(ii) Jé ¥ =0, donde J¢ ' = +/det be ',

(iii) div v=0.

Demostracion
Para demostrar la equivalencia de (i) y (ii) se vuelve a escribir (i) como

XS A AL T — (AEASAE),, = constante
Tomando la derivada temporal, se tiene

}‘itr_*_xgtr_*_xgtr:l
Xli tr )\g tr Ag tr — 2

b¢ tr—l: be tr _ 0

y multiplicando los resultados por J€ ¥

1 etrpetr—lpesr _ 1 1 vt try — et

§Je rbe g Ibe :Eﬂbe COF(be r):Je r=0

~ Para demostrar la equivalencia de (ii) y (iii) basta observar que, puesto que
J& ¥ = 0, la derivada temporal de det b® ¥ debe anularse también. De (56) se tiene

d e tr __ e d _
= (detb® ) = 2det f det b, — (detf) = 0

Puesto que ni det f ni det bj, son cero, se tiene

d : J ..

Como J # 0, se obtiene div v = 0, es decir, la conservacién exacta del volumen.
o

Un corolario de la Proposicién 3 es que el algoritmo de diferencias regresivas (68) es
equivalente al algoritmo producto (58) y que aunque sélo sean exactos hasta el primer
orden, los errores numéricos se cancelan en (73) de tal forma, que el volumen total de
la matriz sélida se conserva exactamente.

La forma débil del problema de contorno para carga sin drenaje puede ahora
plantearse como sigue [ver (41)]. Dado Cyoi = {¢ € Cy|J(¢) = 1} como espacio de
todas las configuraciones que conservan el volumen, encuéntrese ¢ € Cyq de tal forma
que para todo f € Vy ‘

G(¢,11,m) =0 (74)
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donde G(¢,II,m) estd dada por (42). Se pueden usar los resultados de*® para
demostrar que el problema anterior estd bien planteado como consecuencia de estarlo
las ecuaciones de compresibilidad obtenidas al poner 8§ =0

La solucién de (74) puede obtenerse haciendo [ver (44)]

H($,1,9) = B'() = [ $Jav =0 (75)

en cuyo caso la variable de presién neutra 6 juega el papel de un multiplicador de
Lagrange. Alternativamente se puede retomar la idea de*®*” y reemplazar la variable
de presién neutra 6 por la siguiente ley de comportamiento

6=6,— }‘—wtr(Aee try (76)

%o .
donde )\, es el médulo de compresibilidad de la fase fluida, ¢ es la porosidad de
referencia del suelo y 8, es la presién de Kirchhoff del agua en los poros en el instante
tn. Obsérvese en (76) que J = 1 implica que la presién de agua de Kirchhoff 6 coincide
con la llamada de Cauchy o simplemente la “presién del agua en poros” y que debido
a (11) la porosidad ¢ se conserva en el valor 9. Cuando Ay, — 00, la ecuacién de

energia (35) muestra claramente que J pE puede conservarse si y sélo si tr(Ae® ) — 0
(lo que también implica que div v — 0). La ley de comportamiento (76) tiene la misma
forma que la usada en*®*® para analisis sin drenaje de suelos saturados y deformaciones
infinitesimales.

Nota 4

La férmula (76) permite tratar la presién de agua en poros con valores grandes finitos de
Aw. La presencia de la porosidad ¢g en el denominador hace que (76) tenga significado
fisico si se usa el médulo de compresibilidad real del fluido ligeramente compresible;
de otra forma A, /o es simplemente un pardmetro de penalizacién. Obsérvese que ¢
en (76) tiene el significado fisico de presién de agua en los poros.y no es simplemente
otro parametro artificial, como por ejemplo los términos de presién usados en *¢*" para
imponer la condicién de incompresibilidad.

Ley de comportamiento del flujo fluido

. A continuacién se describe una ley de comportamiento del flujo fluido semejante a
la desarrollada para la fase sélida. Suponiendo flujo laminar, se puede utilizar la ley
generalizada de Darcy para obtener la ley de comportamiento siguiente

v=-k-grad II L (77)

donde k es el tensor de permeabilidad de segundo orden y II es el mismo potencial
de fluido usado en (20). El signo negativo en (77) significa que el flujo fluido
siempre se dirige segin los potenciales decrecientes. Puede admitirse que el tensor
de permeabilidad k es simétrico y definido positivo en la mayoria de los casos.



366 ~ R.I. BORJA Y E. ALARCON

Para flujo incompresible el potencial II puede descomponerse en una parte de
presién II? y una parte de altura II¢. Esta dltima puede medirse en la direccién del eje
cartesiano z3; la descomposicién de IT toma asi la forma

=104+ 11° = + 3 (78)

Jgpw

donde g es la aceleracién de la gravedad. Tomando el gradiente espacial de (78) y
usando (38), se obtiene

grad 6
rad II =
. Jgpw

+13 (79)

donde 13 = {0,0,1}%. Asi pues la ecuacién variacional (44) para la conservacién del
volumen puede escribirse como

grad 6

9w

H(gz&,&,@b)z/g@f)jdV+/Bgradtf)-k-( +J13) dv—fwzpcz dA  (80)

donde la variable # reemplaza al potencial II. La condicién H(¢,6,%) = 0 es la forma
variacional de la coaccién de volumen impuesta por el flujo fluido.

LINEALIZACION

El objetivo de esta seccién es doble: (i) proporcionar la conexién entre las
teorias lineal y no lineal de la consolidacién y (ii) desarrollar expresiones ezactas
para las primeras derivadas de las funciones G(¢,6,%) y H(¢,0,¢) con objeto de
usarlas en iteraciones de tipo Newton. M4s concretamente, se desea linealizar en
cierta configuracién las ecuaciones no lineales de conservacién de masa y cantidad
de movimiento ¢° y presién 6°, que corresponden a variaciones infinitesimales éu y
§6. Esta idea se desarrolla en los apartados siguientes, usando tanto la descripcién
material como la espacial. ‘ :

Preliminares

A continuacién se resumen algunas férmulas de interés. La primera es la
transformacién de Piola introducida en la seccién anterior [ver (44)] que por su gran
importancia se usa ampliamente a lo largo del articulo.

Definicién
Sea y un campo vectorial en R™<¢ y sea ¢ un movimiento regular en B. La
transformacién de Piola aplicada a y se define como

Y=JF1y (81)

=]
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La identidad de Piola se establece a continuacién en el siguiente teorema.

Teorema
Sea Y la transformada de Piola de y. Se cumple

DIVY =J divy (82)

La demostracién se encuentra en®. Este teorema puede ampliarse a casos
en que Y e y son vectores derivados de tensores de orden ‘inayor o igual-a‘ dos,
fijando todos los indices menos uno (por ejemplo la fijacién de un indice en el
tensor de tensiones de Cauchy o produce un vector de tensiones de Cauchy).

L _ o

Se finaliza esta seccién con las siguientes proposiciones que afectan la linealizacién

de algunos términos bésicos.

Proposicién 4 S
Sea éu la variacién del campo de desplazamientos, las linealizaciones de F y F en la
configuracién ¢° estdn dadas respectivamente por

LF = F° + grad éu - F° © " (83a)
LF!=F1 _F°!.grad 6u : (83b)

Demostracién _
Se usa la notacién de derivada direccional de una funcién para obtener la variacién

d d| 0(¢°+ebu) O(bu)
OF = —| F(¢° +€bu) = — =
de| JF@rew =2 —ax 5X
donde ¢° son las coordenadas espaciales del punto cuyo movimiento es ¢°. La’ relamon
inversa se obtiene de la identidad F - F~! =1. Tomando la variacién, se tiene

= grad 6u - F°

§(F-F 1) =6F -F1+F.6F 1=
que permite obtener §F~! a partir de éF.

Proposicién 5 :
La linealizacién del Jacoblano y su 1ncremento en la conﬁguracmn ¢° estan dados
respectlvamente por : : - :

LJ = J° + Jdiv (6u) . o (84a)

LJ = J° + J°[div (6u) — grad v°: grad® (6u) + div (6v)div v°] (84b)
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donde év es la variacién del campo de velocidades v.

Demostracion
La primera de (84) puede demostrarse mediante la identidad

J(¢° + ebu) = det F(¢° + ebu)
Por tanto, la variacién del Jacobiano es
4| d

(SJ - —_- ° - —
. dG e:OJ(¢ + eéu) d€

[a(¢° + ebu)
e=0

= ] . COF(F°) = J°div (6u)

Véase la Proposicién 2 para un razonamiento semejante.
Para la varicaién del incremento del Jacobiano se tiene

§J = 8(J°div v°) = J°§(div v°) + 6Jdiv v°

Puesto que

§(div v°) = 6(GRAD v°: F°~t) = §(GRAD v°): F°~* + GRAD v°: 6F " =
= GRAD 6v:F°~! — GRAD v°: (F°~! . grad éu)’ =
= div (6v) — grad v°: grad® (6u)

como se queria demostrar.

Corolario
La linealizacién de la densidad maésica saturada de referencia py = Jp en la
configuracién ¢° es

Lpo = py + pwJ°div (6u) (85)

Demostracién

La demostracién se sigue de (5), (11) y (84a). Obsérvese que pp no es constante,

puesto que, como se indicé previamente, la masa total de la mezcla suelo-agua en

B no se conserva necesariamente en ¢:(B). La variacién de pp refleja la cantidad de

fluido que entra o escapa de la matriz de suelo debida a la variacién del Jacobiano.
[}
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Linealizacién de las ecuaciones de campo

Se aplican ahora los resultados del apartado anterior a las ecuaciones. de
conservacion de la masa y de la cantidad de movimiento. Ello dara el nexo de unién
entre las teorias lineal y no lineal de la consolidacién. Al igual que en el apartado
anterior se supondra una formulacién mixta bi-campo afectando tanto a la deformacién
finita ¢° como a la presién de poros de Kirchhoff #°. A continuacién se escribe la
linealizacién de las ecuaciones de campo congruente con las variaciones infinitesimales
impuestas éu y 66. En las proposiciones siguientes se supone una condicién de carga
muerta, lo que implica que los vectores de aceleracién de la gravedad G y g son
funciones tnicas de X (en caso contrario debe afiadirse otro término a la linealizacién
para representar sus variaciones).

Proposicién 6 ,
Sea E = DIV P + pgG la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento. Para
carga muerta, la linealizacién de E en (¢°,0°) es

LE = E° + DIV (A°: GRAD éu) + DIV (§°F°~* - GRAD' du - Fo~t)—

86
— DIV (60F°7%) 4 p, DIV (J°F°7t. §u)G® (86)

donde E° = DIV P° + poG° y A° = 9P /OF es el primer tensor tangente eldstico para
la matriz sélida calculado de la configuracién ¢°.

Demostracion
De nuevo

E =DIV (P — 0F %) + JpG

Tomando variaciones, se tiene

SE = DIV (A:6F — §5F~ — 80F ) + §(Jp)G
La sustitucién de (83), (84) y (85) conduce al resultado deseado.

Nota 5 :
La ecuacién {86) es una linealizacién en la descripcién material. El tensor de dos
puntos A tiene la estructura A;4;p = OP;4/0F;p y puede reemplazarse por la expresién
siguiente

A=2F D -F'+8®1 o  Ajp=2FicF;pDcaps+ Sassi; (87)

donde D = 8S/0C (es decir, Dcapp = 0Sca/9Cpp) es el segundo tensor tangente
eldstico de orden cuatro. Por simetria del segundo tensor de tensiones efectivas de
Piola-Kirchhoff S y del tensor de Cauchy—Green a la derecha C y por el axioma de
indiferencia material, el tensor D posee tanto la simetria mayor como la menor.
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Nota 6

Obsérvese que la variacion de la transformada de Piola U no es igual a la transformada
de Piola de la variacién de u, es decir, §U = §(JF~! - 6u) # JF~!. fu. Por tanto, el
argumento del operador DIV en el iltimo término de (86) no puede reemplazarse por
6U.

La expresién correlativa a (86) en descripcién espacial puede derivarse directamente
de la transformacién de Piola. Por ejemplo, admitase que los tensores de elasticidad
tangente a y d se definen mediante una aplicacién progresiva (push—forward) sobre cada
indice mayor de A y D.

Giajb = FoaFoBAiajB (88a)

dijer = 2F;4F;FrcFipDaBcp (88b)
La linealizacién de E en la descripcién espacial toma la forma

LE = E°div (a”: grad §u) + div (#°grad’ éu)— (89)
— grad (66) + J°pydiv (fu)g®
donde g° = G°.
Una férmula equivalente a (89) que usa el tensor de elasticidad tangente d en
descripcién espacial es :

LE = E° + div [(d° + 7° ® 1): grad 6u] + div (#°grad® éu)— (90)
— grad (66) + J°pydiv (du)g®

donde (7° ® D)jjim = j"l@k representa la contribucién de las “tensiones iniciales” a la

rigidez espacial. Se puede establecer la equivalencia entre (86) y {89) observando que

A:GRAD 6u es la transformacién de Piola de J° 'a°:grad §u etc. y que grad J =0

[ver (38)].

Proposicién 7

Sea K = F! -k - F~* la aplicacién regresiva (pull-back) del tensor de permeabilidad

y sean U, V y V las transformadas de Piola u, v y ¥ respectivamente. Sea ademds

M = DIV V+DIV V la ecuacién de conservacién de volumen para una mezcla saturada,

de suelo y agua en que tanto el agua como las particulas sélidas sean incompresibles.
La linealizacién de M en (¢°,6°) es

LM = M°DIV 6V + DIV 6§V (91)
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donde
§V = DIV(J°F°~ 1. u)F°~1.v° — J°F°~1 . GRAD (6u) - F°~1. v°+
+ J°F°1. 6v - © (92a)
—6V=K°- {% + [DIV(J°F°~1 . 6u)F° + J°GRAD® (6u)] - 13} +
RAD 6°
+ 6K - (G— + J°F°. 13) (92b)
: : P o
—6K = 2F°"! . symm(GRAD éu-K°-F*) - F°* ~(92¢)
Demostracion

La expresién para M puede obtenerse multiplicando (20) por J y usando la identidad
(82) de Piola. Se obtiene la ecuacién (91) mediante la variacién de M. Obsérvese que
§(DIV V) = DIV 6§V = 6J segtin (43) y (82). La ley de comportamiento en funcién de
la transformada V de Piola es Ce .

. - GRAD§ |
V=JFl.v=-K- (—+JFt-l3)
9Pw
donde K es el tensor obtenido de la aplicacién regresiva (pull-back) de cada indice
menor del tensor de permeabilidad espacial k. Las variaciones 6V, 6V vy 6K se obtienen
inmediatamente segun la regla de la cadena.
o
La linealizacién de M en la descripcién espacial se puede escribir como

LM = M® + 6J + div[§(J¥)] — grad (J°%°): grad® (6u) (93)
donde
8J = J°[div(6v) — grad v°: grad® (6u) + div(6u)div v°] (94a)
Jove = —k - <grad ] + J°13> : (94b)
9Pw
§(J%) = -k - [grad (80) —grad 6° -grad bu . oy, (6u)13} (94¢c)
: 9Pw
Nota 7

Tanto la descripcién material como espacial de LM contienen la variacién del vector
velocidad del sélido v = u debido a la presencia del incremento del Jacobiano J, lo
que es de manejo matemdtico penoso. Esta variacidén puede eliminarse mediante una
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semidiscretizacion de la ecuacién de conservacién del volumen antes de proceder a su
linealizacién mediante por ejemplo diferencias finitas. Esta idea se desarrollara en la
seccién siguiente en el contexto de la ecuacién variacional para la coaccién de volumen.

La linealizacién de la ecuacién de equilibrio toma una forma especialmente simple
en condiciones de carga sin drenaje. La siguiente proposicién resume los resultados
cuando en lugar de la variable presién de poros 6 se coloca una ley de comportamiento
de la forma (76).

Proposicién 8 i
Carga sin drenaje: sea E = DIV P + poG la ecuacién de conservacién de la cantidad
de movimiento, donde P =P — 0F "t y § = 0, — (\y /o) tr (A€® ) con Ay, > 0. En
condiciones de carga muerta y en el limite A,, — o0, la linealizacién de E en ¢° es
LE = E° + DIV (A*: GRAD 6u) (95a)

donde

A*=A° + (Ay/wo)FP @ FOt L g°Fot g Fo ! (95b)
con (a ® b)ir = aijbr y (@ © b)ijr = ayubjx para cualquier par de tensores de orden

dosayb.

Demostracion
Se demuestra (95), usando la descripcién espacial de LE dada por (90). En primer
lugar se observa que

grad® fu=lol grad fu

donde (18 1)k = 6;16;%. Obsérvese ahora que la variacién de 6 es

66=26 (Gn - i\gtr A€® tr) = —)‘—w-tr 8et T = —A—wbe tr=1. gpe tr
‘ ©o ©o 2¢0

mientras que la variacién de b® ¥ es
b ¥ = §(f-bE - ) = 6f - bE - f' + f - bE - 6f* = 2sim(grad 6u - b® ¥)
puesto que 6f = 9(6u)/0x, = grad éu - f por la regla de la cadena. Por tanto
A

86 = ——2b® " .sim(grad Su - b® ¥) = —A—wdiv Su
4] ©o-

—grad (66) = -)\ﬁgrad (div éu) = div [)\—Q‘i div (5u)1} =
¥0 0

= div [A—wl ® l: grad 6u]
%0
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donde (1®1);x1 = 6;;6r1 (compdrese el orden de los'indices generado por los operadores
®, &y ®). Por tanto la linealizacién de E en la descripcién espacial toma la forma

LE = E° +div [(dS + d3): grad éu] (96a)
donde
o o )\'w o o o i
di=d ;l@l y d;=17"31+6161 (96b)
0

La ecuacién (96) se obtiene mediante aplicaciones regresivas (pull-backs) en los
indices segundo y cuarto de los tensores eldsticos en descripcién espacial df y d3. Una
alternativa es la linealizacién directa de P que produce A* = 9P /OF de forma idéntica
a (95b). Obsérvese que cuando \,, — 0o, se recupera la condicién de incompresibilidad
div fu = 0 a partir de (96a). Esta condicién también produce la eliminacién
en los términos linealizados de la variaciéon de la densidad mésica de referencia.

a
Un paso clave en la linealizacién de la ecuacién de conservacién de la cantidad de
movimiento es el calculo del tensor de elasticidad tangente de la matriz sélida. Se han
introducido cuatro en este apartado: los tensores A, D, ay d. Cada uno de ellos puede
derivarse directamente de los otros. Se concentrard la atencién en el tensor espacial
d y se describird un procedimiento basado en los resultados presentados en?*?® para
calcularlo.

Sea S el segundo tensor de tensiones efectivas de Piola-Kirchhoff obtenido mediante
aplicaciones regresivas (pull-backs) a partir del tensor 7 de tensmnes efectivas de
Kirchhoff definido por la ley de comportamiento (51)

3 ,
S=F'.7.F'=% gMP; MA=F1. mW. p? (97)
A=1
Se recuerda que las G4 son los valores principales de las tensiones efectivas de Kirchhoff
v que las de m®) son diadas formadas por yuxtaposicién de las direcciones principales
de los alargamientos eldsticos, tal como se expresa explicitamente en (50). Usando la
regla de la cadena?®, se obtiene la siguiente expresion para el tensor D.

M4
oC

Z Z ‘%’A M<A> ® M(B) + Z Ba (98)

AlBl

donde se usa la identidad deg /dC = M(‘8 ) /2. Una aplicacién progresiva (push—forward)
de todos los indices mayores de D produce la siguiente expresion en el tensor espacial

d

. 3 3
=35 5 f’A B @ m® +2 3 g, (99)
A=1 B=

A=1

donde d®) es un tensor de cuarto orden completamente definido con la forma general
dada en? para el caso general en que b® tenga autovalores distintos (A\§)2, (A§)? y (A§)2.
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Nota 8

Los tensores D y d dados por (98) y (99) respectivamente son algoritmicamente
tensores modulares obtenidos al linealizar las correspondientes tensiones algoritmicas.
La primera componente contiene la derivada parcial 834/0ep que puede obtenerse
de una linealizacién congruente del algoritmo de retorno en ejes principales y es por
tanto funcién del modelo especifico de plasticidad que se haya escogido para modelar
el comportamiento de la matriz de suelo. El segundo término depende tan sélo de las
no-linealizaciones geométricas y es valido para cualquier forma de la funcién energia
almacenada. Véase®® para detalles especificos sobre la implementacién del algoritmo.

Linealizacién de las ecuaciones variacionales

También se pueden aplicar los resultados del apartado anterior a las ecuaciones
de conservacién de la cantidad de movimiento y de la masa én forma variacional.
Debido a la sencillez de la linealizacién en la descripcién espacial asi como a la de su
implementacién con elementos finitos, se linealizaron las funciones integrales G(¢,0,79) y
H(#,8,) usando la descripcién espacial para los integrandos calculados sobre el mismo
dominio indeformado B. En las siguientes proposiciones se resumen los resultados.

Proposicién 9
Sea G(¢,6,n) la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento en la forma
dada por la ecuacién variacional (42). Suponiendo una condicién de carga muerta, la
linealizacién de G en (¢°,60°) es
LG=C + / grad n: (d° + 7° ® 1): grad Sudv —
B
- / (66div 7 — 8°grad® n: grad 6u)dV — (100)
B .
- f pouJ°div (Su)ny - gdV — f n- 6tdA
B o8B

donde G° = G(¢°,6°,m) y 6u, 66 y 6t son las variaciones del vector desplazamiento de
la presién de poros en el agua de Kirchhoff y el vector tension respectivamente.

Demostracién
La variaciéon

6/grad 17:TdV=5/ GRAD n:PdV:(S/GRAD 7 F-SdV =
B B B
:/GRAD n: (F - 6S + 6F - S)dV
B

produce el primer término integral del segundo miembro de (100) tras la sustitucién de
las identidades 6S = D: 6C = D: F! @ F*: grad éu y 6F = grad u- F. La variacién

5 / bdiv ndV = / [66div 7+ 66(div )]dV
B B
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conduce al término integral tras la sustitucién de la identidad é(div ) = div én —
grad® n: grad §u a partir de la demostracién de la Proposicién 5 (obsérvese que 6n = 0).
El tercer sumando integral surge de la linealizacién de py basada en (85) donde el dltimo
término integral surge de una linealizacién directa del vector tension t.
a

Considérese ahora la linealizacién de H(¢,6,v). Tal como se indicé en el apartado
anterior, la presencia del término velocidad v hace la linealizacién mateméaticamente
compleja por lo que se elimina desde un principio con una semidiscretizacién de la
ecuaciéon variacional en el mismo tiempo.

Escribase H en la forma siguiente

H(é,0,9) = /B YV — /B arad o - JVdV — /B $QdA (101a)
donde
- lgrad&
- k. 7 b
o (B0 ) o

Considérese ahora la siguiente ecuacién variacional integrada en el tiempo*®

" Koo
HAt(¢707¢) = /B ‘A‘t‘ (Jn+1 - ZthLH—l—m) dv—

mz}l

— o /B[B(grad Y- JV)pt1 + (1 — B)(grad ¢ - J¥),]dV — (102)

~ b / D[BQns1 + (1 — B)Qn]dA
oB

donde At = t,.1—t, y 8, 8oy las a4y, son los pardmetros de integracién en el tiempo. La
regla del trapecio se obtiene de (102) sik =1, 8y = 1,01 = 1y B8 € [0,1]. La estabilidad
y precisién caracteristicas de este método estdn bien documentadas**® y son funcién
tan sélo del pardmetro de integracién trapecial 3. Si .= 1y k > 1, se obtiene la familia
incondicionalmente estable de métodos de diferencias regresivas en k pasos. La precisién
de estos métodos®*? depende del orden k asi como los valores de Gy vy a1, ao,..., ok
que a su vez son funciones de At. Véase* para mas resultados del comportamiento de
estas familias de algoritmos paso a paso en problemas de consolidacion.

El objetivo es-linealizar (102) para un At fijo. ‘Esta hipétesis es clave, ya que
permitir la variacién de At produciria los términos convectivos que se desea eliminar.
El resultado de la linealizacién con At fijo se resume en las siguientes proposiciones.
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Proposicién 10 :
Sea Ha; la ecuacién integrada en el tiempo de la conservacion de volumen de la forma
(102). Para un At fijo la linealizacién de Ha; en la configuracién (¢°,8°) es

K
LHay = H3, + / Y Jodiv sudv + 8o / grad & - —— - grad 564V —
B At B 9P

- 2,3[)’0/ grad ¢ - sim (;;:— - grad® 6u) -grad 8°dV —
B w )

(103)
- ﬁﬂojggrad ¥ - [grad du — (div éw)]] - k - 13J°dV —

~ Bbo / grad ¥6QdA
aB
donde HR, = Ha:(¢°,0°,¢) y 6Q es la variacién del flujo de fluido Q.

Demostracion
El primer término integral en el segundo miembro de (103) resulta de la linealizacién
"de J. Los términos segundo, tercero y cuarto provienen a su vez de la de

— 866 /B grad ¥ - J¥dV = BB, fB [6(grad ¥) - J¥ + grad ¢ - §(J¥)dV

donde se ha usado la identidad §(grad ) = —grad ¢ - grad éu y donde 6(JV) estd
dada por (94c). El tltimo término resulta de la linealizacién de Q. Obsérvese que la
condicién sin drenaje

§Hp, = / BJ°div SudV = / $8JdV =0
B B

se obtiene de (103) al hacer el limite At — 0 [ver(75)].

Nota 9
A veces se supone que la permeabilidad del esqueleto de suelo varia con la porosidad
© 0, lo que es lo mismo, con el Jacobiano J, es decir, k = k(J). En este caso k deja de
ser constante y a los términos de (103) debe afladirse un nuevo término asociado con
la variacién 6k = (8k/8J)6J = (8k/8J)Jdiv bu

Se finaliza esta seccién con la siguiente proposicién para carga sin drenaje cuando
una ley de comportamiento del tipo (76) se introduzca en la ecuacién linealizada (100)
en sustitucién de la variable presién de poros 6.

Proposicién 11

Carga sin drenaje: sea G(¢,6,7) la ecuacién de conservacién de la cantidad de
movimiento de la forma dada por la ecuacién variacional (42) con 6 = 6, —
(Aw/®0) tr (Ae® ) v Ay > 0. En condiciones de carga muerta y en el limite cuando
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Aw — 00, la linealizacion de G en ¢° es

LG =G°+ / grad n: (d] + d3): grad éudV — | n-6tdA (104)
B oB

donde G° = G(4°,8(¢°),n) = G(¢°),d% = d° + (M\w/wo)l®1yds =71+ 6181

Demostracion
La demostracion se sigue de la Proposicién 8.

Teoria lineal de consolidaciéon

Si la linealizacién del apartado anterior se realiza alrededor de un estado
indeformado libre de tensiones y tan sélo se consideran los términos de primer orden
del desplazamiento, se obtiene la teoria de consolidacién en pequefias deformaciones.
Ademais si se supone que el tensor eldstico es una funcién fija de x y no depende de
la carga impuesta, se obtiene la teoria lineal de consolidacién de Biot'?. En estas
condiciones de simplificacién la ecuacién (90) se transforma en

div (c:grad u — 6.1) =0 (105)

donde u(z,t) es un campo vectorial de desplazamientos infinitesimales de B medido a
partir de una condicién autoequilibrada de tensiones geostdticas®, 6. es el incremento
de presién neutra*, y ¢ = ¢(z) es un tensor independiente del tiempo de cuarto orden
de elasticidades en B. El término “grad u” puede reemplazarse por el tensor de
deformacién infinitesimal “€”, donde € = sim (grad u), debida a la simetria menor
de c respecto a sus indices tercero y cuarto.

La ecuacién de conservacién del volumen se simplifica de forma semejante. La
ecuacién (93) se convierte en

k
div u — div (— - grad 96> =0 (106)
9pPw

donde 1 es el campo de velocidades del sélido. Las ecuaciones (105) y (106) son
equivalentes a las desarrolladas en'? y usadas en 3713:53:5¢, '

Las funciones G(¢,8¢,m) y H(¢,0e,%) se simplifican andlogamente. La funcién G
toma la forma bilineal

G, 00,m) = / (grad 7: ¢: grad u — f,div 7)dV — / n-tdA (107)
B oB
mientras que la funcién H toma la forma

H(é,0.,) = /;3 ~(z/) div i+ grad ¢ - -gk— . grad 9e> dv — /a L badd (108)

w

Finalmente, se puede obtener una simplificacién adicional mediante la hipdtesis de
deformacion sin drenaje. Suponiendo que el incremento de presiones neutras 6. sigue
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una ley de comportamiento del tipo [ver (76)]

6, = — iy u (109)
@
la (105) se convierte en
div (¢:grad u) =0 (110)

donde &€ = ¢ 4+ (Ay/w)l Q1 es el llamado tensor total de elasticidad para la mezcla
suelo—agua. La ecuacién variacional correspondiente a (110) es

G(¢,6.,m) = / grad g:C:grad udV — | n-tdA (111)
B Bt

donde G = 0 representa la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento.
RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo matematico para la consolidacién elastopldstica con
deformacién finita de medios totalmente saturados. El tratamiento algoritmico de
la elastoplasticidad en deformaciones finitas para la fase sélida estd basado en una
descomposicién multiplicativa y se acopla con el algoritmo para el fluido mediante la
presiéon neutra de Kirchhoff. Segiin el leal saber y entender de los autores el tratamiento
matematico de esta formulacién es unico y todavia no ha sido explorado, ni mucho
menos publicado, en el contexto del acoplamiento entre desplazamientos sélidos y
problemas de difusién. La formulacién matemaética es vilida para cualquier modelo
de plasticidad utilizado en la descripcién de la ley de comportamiento del esqueleto de
suelo.

Un subproducto interesante del estudio es la conclusidn de que el concepto
de tensiones efectiva de Terzaghi es mateméticamente congruente incluso para
deformaciones finitas y que, si existe una medida de tensiones significativa que
deba usarse tanto para la formulacién en deformaciones finitas como para la ley de
comportamiento, esa es precisamente la tensién efectiva. El mejor impacto de esta
conclusién es en el campo de la ingenierfa geotécnica, donde el concepto de tensién
efectiva es la hipétesis universal utilizada en casi tosos los estudios. Una implicacién
adicional es que los modelos de plasticidad infinitesimal desarrollados en mecénica del
suelo pueden usarse igualmente en los estudios de consolidacién con deformaciones
finitas siempre que estén basados en tensiones efectivas.

La forma incremental y la correspondiente linealizacién de las ecuaciones de
conservacién de la cantidad de movimiento y de la masa no son triviales. En ambas se
encuentran presentes términos de orden superior que son esenciales en las iteraciones
[vg.: el término d“ en (100) y o las integrales primera, tercera y cuarta de (104)]. La
exclusién de esos términos en los algoritmos de integracién basados en incrementos tiene
como consecuencia la pérdida de precisién de la solucién. En una posterior publicacién
se indicaran resultados de una simulacién numérica que emplea, el modelo propuesto.
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