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RESUMEN

Se ha hallado el asiento producido por una presién constante, actuando sobre una superficie
anular profunda en un punto cualquiera mediante integracién de la ecuacién de Mindlin.

Se hace un estudio a fondo de esta integral, indicando cuando se puede expresar por medio
. de funciones explicitas conocidas.

Basandose en ella se resuelven los problemas del asiento de placas circulares flexibles o
rigidas.

SUMMARY

The settlement produced by a constant pressure acting on a ring-shaped deep surface is
found by integration of Mindlin equation.

A thorough study of this integral has been carried out, indicating when it may be expressed
by explicit known functions.

Based on that, the settlement of circular flexible or rigid plates are solved.

INTRODUCCION

Los estudios rigurosos sobre asientos, distribucién de tensiones en cimentaciones
profundas e interaccién suelo-estructura-cimentaciéon profunda, requieren la integracién
de la expresion del asiento producido por una fuerza en el interjor de un semiespacio
eldstico, obtenida por Mindlin (1936), sobre determinadas superficies elementales, entre
las que se encuentra la superficie anular. ‘

Si bien una férmula de integracion parcial de esta expresion estd incluida en el
libro de Poulos y Davis (1980), dicha férmula requiere simplificacién, en dicho libro no
se indica cdmo se ha realizado la integracién, ni se demuestra en qué casos la integral
se puede expresar mediante funciones explicitas o hay que proceder a una integracién
numérica.
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Es interesante también comprobar la exactitud de algunas pretendidas férmulas
eldsticas para placas profundas, como la indicada por Burland y Cooke (1974).

Se estudian también aqui los puntos singulares presentes en la integracion, cosa
que no se habia hecho con anterioridad.

Esto es un punto importante y en él se centra una de nuestras aportaciones al tema,
ya que la expresién (3) alcanza valores infinitos en algunos puntos dentro del intervalo
de integracién de (9).

En nuestro estudio se demuestra que, si los pilotes son delgados, la solucién se
puede expresar de forma explicita mediante funciones conocidas.

Por otro lado, se ha obtenido aqui la expresién explicita del asiento producido por
una corona circular profunda uniformemente cargada en un punto situado en la vertical
de su eje.

Por 1ltimo, se ha resuelto aqui el problema del asiento de una placa circular rigida
profunda, que tiene una aplicacién inmediata como es hallar el asiento y las tensiones
a las que estd sometida la placa de un pilote de barrena, en un suelo susceptible.

Se utilizan los simbolos recomendados por la Sociedad Internacional de Mecanica
del Suelo siempre que éstos hayan sido normalizados.

ASIENTO PRODUCIDO POR UNA TENSION UNIFORMEMENTE
DISTRIBUIDA EN UN ANILLO CIRCULAR HORIZONTAL

Partimos primeramente de un anillo elemental de espesor dr.
Reproducimos el anillo elemental y el punto ¢ en la Figura 1.

9%
®
>y

/

X

Figura 1. Geometria del anillo elemental.



LA INTEGRACION DE LA FORMULA DE ASIENTOS DE MINDLIN PARA CARGA ANULAR

Sea i’ la proyeccién de ¢ sobre el plano del anillo.
Sea L la profundidad del plano del anillo.
Partimos de la expresién de Mindlin:

# B H Bz-2Lz 6Lz

I{r,8) = —
inf) = pretent T B
siendo
z2 = z+ 1L
z1 = z—L '
R} = z+1f
R} = Z+7]
B = 3-4v

H = 5-12v+ 87
El asiento producido por el rectdngulo elemental es:
o Y4 '
ds; = C—E- rd@dr I,(r, ) ‘

siendo: |

S L
~ 8r(1-v)

Asiento producido por la corona circular:

s = 2C£/ defsz(r,0)rd?'
E 4] Ty

La integracion se realiza en el apéndice n° 1.
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(1)

2

|
La integral (2) respecto a r se calcula en el apéndice n° 1, obteniéndose la expresién:

I(r,8) = f 1(r,8)rdr '

2 ’ 2 |
zar'  Z /
bR, A + Baln(r' + R;) -:{- HR, +

Ii(r,0) = BRy +

|
2Mar’ Kar' K Mar' M L,
AR, V2R, & T om ~® T At R)

siendo:

3)
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Ry = Vr'2 482
Ry = V12 4 c?
r =r-a
a = zcosb
b = 22+ 2% sen?s
¢ = 224 2? sen®d
M = 2L222
K = Bz2-2L:z
Siz =0
Ry = Z% + r2
Ry = \/Z% + 72
2 K M

I(r) = BR, — 2L + HR, -
Ry
I} = Lr;) = I(rj-1)

P
s = 27rCIJ'- i
Si, ademds z=Lyrj—; =0:
I0) = 4(1-20)°L
Siz# O

I)6) = Ii(r;,8) = Ij(rj-1,0)

p T

R B

(4)

()

(6)

(7)

(8)

(9)

La expresién 9 requiere integracién numérica. Dicha integracién se detalla en el

apéndice n° 1.



LA INTEGRACION DE LA FORMULA DE ASIENTOS DE MINDLIN PARA CARGA ANULAR 39

ASIENTO PRODUCIDO POR UNA PLACA CIRCULAR FLEXIBLE
PROFUNDA EN LA VERTICAL DE SU CENTRO

El asiento provocado por una presién uniforme de valor p, sobre una placa circular
flexible de radio R, situada a la profundidad L, en un punto de su eje situado a la
profundidad z, se obtendrd a partir de la ecuacién 6:

Llamamos:
Ry = \/ 212 + R?
R2 = \/ Z% + R2

9 |
1 1
I = _ _A _ 2 _21
B[Ry — |n1]] + |=| R + H(R; z2)+KQz2 R2)+

1 1
M= -—
t (zg Rg’)

_ 1+v 212
Sg = - )E p[BRy — 2(1 — 2v)|z| — R + H(ry — z3)+

K- ) M- ) (10)

El asiento en el centro de una placa circular flexible provocado por su propia carga
uniforme se obtendré haciendo:

z=1
21=O
Ri=R
22=2L
R; = \/R? + (2L)?
2 +(2L) ‘
K = 4BL* -2L* = 4(3—4v)L* — 2L% = 2(5 — 8v)L? (11)
M = 8L* | : (12)
B 1+v 5,1 1
5o = 8(1_V)Ep[BR+H(R2—2L)+2(5—8V)L G-
11
LY(— - =
+ 825~ 7)) |
S = Lty [BR+HR + L(-10+ 24v — 16v% + 5 - 8v + 1)-
° 8(1—-1/)Ep ?
_2(5—-8v)L* 8L*
R; R
_ 1+w ., 2(5-8v)L? 8I*
S0 = 8(1_V)Ep[BR+HR2 4(1 - 2v)2L W R (13)
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En forma adimensional sera:

m= g = VIE@F = )
SRf = P = z(lfLTl/,,‘)[B+H,,2_
—4(1—20)2) - L5_p28_,,)£ B _8_35]

Si hacemos tg a = 2}, tenemos:

B 14+v
Rp — 4(1-v)

B(1-t
[ ( gasena)-{—cosa

2
Ca1-2wYtga + sen amsa]

2
Cuando A — o

s, F 1+v
—
Rp 4(1-v)

(14)

(15)

(16)

(16bis)

La ecuacién 16 bis se representa en la Figura 2, y algunos valores se incluyen en la

Tabla 1.
L/R | R/L

v 0 1/2 1 1/2 0

0 2 1,532 1,248 1,022 0,750
0,1 1,980 1,572 1,297 1,070 0,794
1/3 1,778 1,657 1,322 1,106 0,833
0,45 1,595 1,472 1,266 1,060 0,791
1/2 _ 1,500 1,413 1,220 1,018 0,750

Tabla I. Asiento adimensional (iﬁf:) para placa circular sometida a presion

uniforme p.

Si el estrato eldstico situado bajo la punta del pilote es finito, se puede hallar
el asiento, utilizando la aproximacién de Steinbrenner, como diferencia entre el de la
ecuacién 16 bis y el que resultaria de sustituir en (10) la z del fondo del estrato.

Para placa superficial es L = 0. Sustituyendo en (13):
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\

2,0, |
5

—— 0

N - 1
.\\_ ————0?45

- \ )

0,5

o=~

Figura 2. Asiento adimensional para placa circular bajo presion constante.

I

_ 14+v 9
s, = CEY; p(3—4V+5—12V+8V:)R
1-22
So = —¢ pd \

y obtenemos la conocida férmula del asiento en el centro de una placa superficial circular
flexible.

Puede verse en la Figura 2 que el asiento adimensional dépende poco de v para
L/R > 0,6. Por el contrario existe una fuerte dependencia respecto a L /R, a diferencia
de lo que sugieren otros autores (v. Burland y Cooke, 1974).

PLACA CIRCULAR RIGIDA PROFUNDA

La solucién del problema resulta de expresar que el asiento en un punto cualquiera
de la placa es constante (s) y que la presién depende sélo de r (Figura 1).
En la expresién 1 hacemos:



42 J.L. JUSTO

z =1
21 =0
R =r
z3 = 2L

R, = \{4L2 + ?‘%

B H 2GL* 2414

i
6) = — =
hnt) = S5t ' TR
siendo:
2 = r% — 2rzcos 8 + 2°

G = 2(5-8v)

2
R

Por otro lado la ecuacién de equilibrio sera:

Q = 271'/Rf'p(r) dr
0

C I~ R
— d8/ (r,@)p(r)dr = s =z < R
o 0

(17)

(18)

El sistema de ecuaciones integrales formado por (17) y (18) permitiria calcular p(r)

y s.

Este sistema requiere solucién numérica, que se detalla en el apéndice n® 2.

PILOTES DELGADOS

Las dimensiones horizontales de un pilote delgado suelen ser despreciables frente
a las verticales. Vamos a utilizar esta propiedad para conseguir que la integral (9) se

pueda expresar mediante funciones explicitas.

En la ecuacién (3), podemos sustituir 72, a, b2 y ¢? por sus valores medios.

2 = 1 (r? = 2rz cos + 21)d8 = r* + 2?
1 x Jo

E:l/ zcosfdd = 0
T Jo

(19)
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— ™ 1 2
b2 = i/ (22 + 22 sen 20)do = ;[sz + I%—(O — sen 6 cosd|7]
o :

P24l
21+2

2

2= 24 T
c z2+2

Con ello:

Rl:\@-}—ﬂ-{-zz ‘ (20)

32=@+12+z2. | (21)

22 K M
Iy(r,z) = BR;y - ;217 +HR; - % R—% (22)

Con lo cual, el asiento producido por una corona circular uniformemente cargada
viene dado por:

2Cr ‘
8 = —E—I;(z) ‘ (23)
siendo:
Ii(z) = Lrj,z) - (rj-1,2) | (24)

I(r,z) viene dado por (22) con (20) y (21).

CONCLUSIONES
!

Se ha hallado el asiento producido por una presién constante actuando sobre una
superficie anular profunda en un punto cualquiera, mediante integracién de la ecuacién
de Mindlin de asientos. :

Se ha hecho un estudio a fondo de esta integral, indicando cuando se puede expresar
por medio de funciones explicitas conocidas, mediante integrales elipticas completas
o mediante series. Se ha preparado el tema para el cilculo numérico, incluida la
especificacién de errores. '

Se han hecho varias aplicaciones concretas de dicha integral.

El asiento en el centro de una placa circular flexible profunda, cargada, viene dado
por las ecuaciones (13), (16) 6 (16bis). |

La Figura 2 muestra dicho asiento, en forma adimensional. Como puede verse dicho
asiento depende poco de v para L/R > 0,6, pero si depende fuertemente de L/R.
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Se ha establecido un método numérico para hallar el asiento de una placa rigida
profunda.

Este estudio, que tienen algunas aplicaciones directas por si mismo, es fundamental
para trabajos posteriores de pilotes.

Esto indica que la féormula citada por Burland y Cooke (1974) para una placa
‘profunda, en la que dicho asiento adimensional no depende de L/R es inexacta.

APENDICE N° 1: INTEGRACION DE LA EXPRESION DEL ASIENTO
PRODUCIDO POR UNA TENSION UNIFORME
DISTRIBUIDA EN UN ANILLO CIRCULAR HORIZONTAL

_zi+_8_+£+Bz§—2Lz 6Lz22
R} R R, Ry R

En el tridngulo OC'i (Figura 1):

I(r,9) = (Ap. 1.1)

2 = 72 - 2rzcosf + 22
1

Llamamos:

2 4+ 22 = (R1)?
22 + z* = (R2)?
zcosf = a

R, = \/r2—2ar + (R1)?
Ry = \/r2—2a,?' + (R2)?

(R1)? = 22 +2%+a>—2%cos®8 = a® 4 22 + 2% sen?d = a? +b?

siendo:

b = 22 4 2% sen?d (Ap. 1.2)
(R2)2 — a2 + c2

siendo:

c® = 22+ 2% sen?d (Ap. 1.3)

Ry = yJ(r—a)?+b?
R, = \/m
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Se trata de calcular la:

/ I(r,8)rdr = / L(r,0)(r — a)dr + / I(r
Utilizamos el cambio de variable:

r—a =1

dr = dr'
Ry = V7?2 + b2
R2 — 1\ /,;./2 + c?

22 K
/I{(r, 6)(r—a)dr = —2L 4 BRy + HRy— — —
R R

siendo:

Bz - 9Lz
20222

K
M

/ I(r,8)adr = a / L, 8)dr

6)adr

{(r,8)dr = 4 b

H K 3M
+

1/2 +

(r'2 + c2)1/2 + (r + 62)3/2 + (12 + 2

Los términos 1°, 2°, 3° y 4° aparecen integrados por Just

(como en realidad todos los anteriores) es una integral binémi
m = 0
n = 2
b =1
N
=7
Hacemos:
2 =t
2r'dr’ = dt
1dt
dr' = =

5/2] dr'

Ca con:
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(Ap. 1.4)

(Ap. 1.5)
(Ap. 1.6)

(Ap. 1.7)

(Ap. 1.8)
(Ap. 1.9)

o (1991). El 5° término
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Sustituyendo en la expresion anterior:

23! T 1 3IM dt

/Il(r 6)Ydr = _R +K—c2R2+§ ———(t+c2)5/2\_/§

+Ba7‘gsh%’ + Hargshlc’- (Ap. 1.10)
Hacemos: |
t = L
v
dt = —;%dv
L < S sy
Hacemos ahora:
c2v+1 = u
3| g = 5 [t @ =
3M u-3/2 u~1/2 1

1/2) B c4[ (ctv +1)3/2 \/EW]

M[ 3 1 ] = Mr’[3 r'2] _2My! 4 Mr!
ct 241 (& +1)32 'Ry R}~ 'Ry R}

T 2t 28~ —3/2

Sustituyendo en (Ap. 1.10), y, a su vez, en (Ap. 1.4):

.I 1 z%ar’ Z% ’
Iz(r, 0) = /II(T, O)Td’l‘ = BR; + b2R1 - ‘}—z‘l‘ + Baln("' + Rl) + HR,

2Mar' Kar' K Mar' M

— Y - — 4 ——= - =+ Haln(r'"+ R Ap. 1.11

toR 2R, Bt o m iU+ k) (4p. 1.11)

Esta integracién ha sido realizada independientemente por Davis y Poulos (1981),

que llegan a una expresién que coincide matemdticamente con ésta, pero mucho mas
complicada. Estos autores no explican cémo se realizé la integracion.

Siz = 0:
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\

rn = r
Ry = 22+ 12
a 0
ro=r
Ry = J22 412
22 K 'M
I(r) = /I{(T,G)rdr = BR, - —Ii+HR2 % _‘ﬁg (Ap. 1.12)
5 ‘
= 7 56)rdr = L) - Iri)
Tj..l |
s = 27r01’% | (Ap. 1.13)
Si, ademais, es: |
z =1 y r =20
serdn:
z1 =0 y Rl =0
el limite del segundo término de (Ap. 1.12) es:
2
A B
r-—»O-Rl —-ll_l’f}) ?~2+0 =90
R, = 2L
2(5 - 8v)L? 8L*
! — _ 2 _ _ — | — 2
5(0) = (5— 120+ 82)2L o 55 = d1-w)PL
Siz # 0: |
I;(G) = Ié(rj’o)_li(rj—-ho) | (Ap. 1.14)
s =202 / I'(6)d6 (Ap. 1.15)
EJ, 7’

Esta integral hay que calcularla numéricamente. :
A continuacién se indican las integrales de algunos de los términos de (Ap. 1.11).

R} = 22472 = 224+ 72— 2rzcosf + 22 |
R? = 2243 ¢ 2rz — 2rz(1 + cos §) + z?

0
R? = 22+ (r+2)% - 4rz cos? 3 (Ap. 1.16)



48 J.L. JUSTO

Llamamos:
(RX1)? = 22 + (r+2)? (Ap. 1.17)
Hacemos:
8 T
'2— = 5 e (Ap 118)

Sustituyendo (Ap. 1.17) y (Ap. 1.18) en (Ap. 1.16):

R? = (RX1)? — 4rz sen® a

™ /2
L = / BRidf = 2B(RX1) / J1-Fk2sen? ada  (Ap. 1.19)
0 0

siendo:
K2 = 4rz
17 (RX1)?
K2 = 4rzx _ 4%
R A GO R
Siz =0 kh =0 I, = nB(RX1)

Si, ademés, z; = Oseraky = lel; = 2B(RX1) = 4Bz

Sit <1 Ry <1, pues:

81

AR _ AEP+ O+ -804+ D)
@) T T (@FFa+ T

A 2y 44 Dy - D)

. (
i@ T @+ T

2
7—.1“(,; > 0, luego la funcidn es creciente entre L = 0y £ = 1. Asi pues:

0< k <1

La integral de la ecuacién (Ap. 1.19) es, pues, una integral eliptica de segunda
especie completa: ,

I, = 2B(RX1)E(ky) (Ap. 1.20)
E(k) = g i Un (Ap. 1.21)

n=0
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siendo:

Ug = 1

Si tomamos:

n=0
¢l error absoluto de la serie es:
A o0
E = Z U, < 0 n >0
n=n+1
un_l = 47},2 k < kl n
le‘ < |n+1|
-2
T ar
I, = 2/ d
2= Ay ¥R,
Sizg = 0 Ihb =0 '
Sir = 0:
I, = _xzz%/“ cos? §
0 (22 4 22 sen20)\/zf+x2
L = _ 22%23 /“/2 cos? ¢ &0
27 Ry Jo (R1)2-2%cos?6
5 = 2223 /"/2 cos?d  df
7 TRy b (R _ 220528
Hacemos:
1
_ 2 —
t = tgé cos“§ = 722
dé
dt =
cos? §
I = 22?2 [ 1 dt

Rl Jo 1+412(R1)?24(R1)%2 - 22

(Ap. 1.22)

(Ap. 1.23)

(Ap. 1.24)
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I = _2m2zf © 1 di
27 TRl Jo 142224 (R1)M2
I 2z% fo° dt
2 = o7

RLJo (1+2)[1+ &L

1
o 1A [ ) e
27 TR1Y 22y 1402 a2 Jo 14 [Ble
71

L = (_Jﬁ)[l arc tg t|g —(——2| arc tg [(_)—”01

222 r T Rl)
L = =xl5-3 =

, d0 /2 da
I = — = —27¢
3 4 o Ry “ o V(BRX1)? - 4rz sen’a
/2

I = - /

(RX1) Jo 1 - k? sen? a

222

I- ——21_K(k
3 (RX1) (k)

siendo K (k1) la integral eliptica de primera especie completa.

K(k1) = Z Up,
n—O
siendo:
Ug = 1
Uy = Un—1( 1k)2 n>1
n — n—1 m el
Si tomamos:
K(kl) Z Un
n—O
Error absoluto:
Un41
1R
T T
i— = = K k = —
Sl z 0 k’1 0 ( 1) 9
Siz; = 0 sera I3 =0

(Ap.

(Ap.

(Ap.

(Ap.

(Ap.

(Ap.
(Ap.

1.25)

1.26)

1.27)

1.28)

1.29)

1.30)
1.31)
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L = Bz/ cos In(r' + Ry) df
[}

Si z1 = 0 (2 = L), integrando por partes: |
|

I, = Bz [| sen 8 In(r —  cos 8+ V/r2 + 22 — 2r& cos 65—

/" sen 6 (z sen 6.+ rz sen 6 ) dO]
6 r—zcos 84+Vr?2+ 22— 2rzcosh V12 + 22 — 2rz cosd

I, = Bz{l, + 1)
I, =0 excepto si:
g =0 y r <z

. i - |
En este caso I, es indeterminado.

L - x/” sen29(r—cos0)—\/r2+z2—27'3:c0s0|,
b o T2 —2rrcosf+ z2cos28 — 12 — 22 + 2rz cosb

1+

r |
do |
+ V12 + 22 — 27z cos 0) l

1 T r R
I, = —/ r—2zcosf — /12 + 2?2 ~ 2rz cosF)(1 ' dé
b z Jo ( \/ T X +\/?‘24{~3:2—2?‘ZC080)
I 1 /W(r z cos B + (r— =z cos)r Ve + :zl:2 2rz cosb — r)di
= = - - 12 — 2rz cosf —
b z Jo V72 4+ 22 — 21z cos b ‘
1 /2 T+ z — 2zsen’a !
I, = —|| — zsen 8|3 + 2/ -
’ z [l 8 0 (T('r +2z)V1-k2senla
—(r+z)V1- k2sen2a) da] !
. |
siendo: |

4rzx |

- < .
Grap 51 .
1 /2 k2sen?a — 1 41 '
I = |orK@)+(r+) [ do— 2r + 2)E(k
*’ z[’"()(’” Do VT Fsenta C T ArFo)ER)

I = =[2rK(k) + (r +2) E(k) — (r+ 2)K(k) - 2(r + 2)E(E)]

K =

[y

Iy = —[(r—2)K(k) - (r + 2)E(k)]

8|—8

Vamos a examinar, ahora, los puntos singulares.
Sir < z,cuando § — 0, aplicando la regla de ’Hopital:
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_ 6 — /T2t 22— ]
I = i T=E €08 ms\/or + 22 — 2rz cos (1+ : 2?' ) do
6—0 Sy xsen V12 4 22 — 2rz cosd

Sir < z I, =0

Sir ==z
29/2 — 2send
I, = limz 2sen’/ 2senf/2 z2send/2 cos8/2(1+
80 —cos §
1

+2sen 6/ 2) =0
O sea que en cualquier caso I, = 0.
Sir = g el primer término de I es indeterminado.

T w/2
Iy = Ba:/ (sen 6/2 — 2sen §/2)d6 = —2Bz/ cos ada
0 0

En definitiva:
Sizgz = 0 (z = L)

Iy = Bl(r—2)K(k) - (r + 2)E(k)] (Ap. 1.32)

Si, ademids, r = =

Iy = —2Bx
Sizg =0 y r =10 sera k = 0:

I = B(——%-—m%) = —Bwz

Si lamamos:

(RX2)? = 22 + (r+2)?
k2 = _Arz
2 7 (RX2)

Is = 2H(RX2)E(ky)

Son vélidas (Ap. 1.22), (Ap. 1.23) y (Ap. 1.24) sin més que sustituir &£ por k,.
Igualmente:

Sir =0 ke = 0 e Is = nH(RX2)
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™ do \
I =-—K/ — w
8 0 R2 |
/2 da !
Iy = -2K
® 0o V(RX2)?-4rzsen? o,

/ r___da ‘ (Ap. 1.33)
! p. 1.
(RX2) \/1 k2 sen? a |
2K 1 '
Is == —mK(kz) ‘ (Ap 134)

Son vélidos (Ap. 1.26), (Ap. 1.27) (Ap. 1.28) y (Ap. 1.29), sustituyendo k; por
ka. o

Sir=0 k=0 Kk)=2

Iy = M [ —— dé

Siz =0 M =0 e Iy =0 ‘

oM w[2
Ly = _(RX2)3/ (1 - k2 sen®a)~%/? do
mf2 X _3/2 “‘
Lo = (RX2)3/ Z( n* )k sen®” a da |
n 1
[oo] —3/2 !
oM (2n—1)(2n-3)..17
T - _1\n 2n L —
10 (RX2)3§=%( 1™ - ) k2 2n(2n—2)...2% 2
™ & (2n-1)(2n-3).1 -3(-3.(-3-n+1)
in = _ nk2n 2 2°°\ 2
7 (RX2)3 < Z( 1)k 2n(2n — 2)..2 “n!
Iip =
(RX2)31§)
siendo:
Ug = 1
4n2—1 2
Uy = Up_1 an? k3 n > 1
Uy 4n? — 1 2 2 \
w1 4n? k3 < k3 |

. |
Si tomamos: :
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IlO = (Ap 135)

(RX2)3 Z

Error absoluto:

lef < lf‘_’i—%i (Ap. 1.36)

Siz =10 IlO =0

Se puede tomar, en todos los casos, un error relativo de 0,001.

Al hallar las diferencias correspondientes a la ecuacién Ap. 1.14, el minuendo y
el sustraendo estarin aproximados en el mismo sentido, siempre que se utilice en las
series Ap. 1.23, Ap. 1.28 y Ap. 1.35 el mismo valor de n. Por ello, el error absoluto de
la diferencia serd inferior al mayor de los valores absolutos de los errores de minuendo
y sustraendo, deducidos a partir de Ap. 1.24, Ap. 1.29 y Ap. 1.36.

APENDICE N° 2: CALCULO NUMERICO
DE UNA PLACA CIRCULAR RIGIDA CARGADA

Para hallar el asiento producido por una corona circular horizontal uniformemente
cargada, en un punto de su plano, hacemos, en la expresién (3):

z =L

zz = 0

a = z cosd

= r—-a
Ry = Vr?=2ar+2?
2 = 2L '

Ry = \/41;2 + R%

2 = 4aL* + 2% sen? @
K y M toman los valores (11) y (12)

16L%ar’ GL%ar

12(7‘,0) = BR1+Baln(T'+R1)+HR2+ o Rz + 62R2 -

GL? 8L%*ar’ 8L*
- - In(r'
A + R 3 + Haln(r' + Ry)

Para ponerlo en forma adimensional hacemos:



Ap. 2.1).

)
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R R I‘
r
P=F Pa= f = \/p2—2npcosﬂ+n2 po = —I{-ﬂ = /422 +p?
2 ' !
q:% ﬁ2=-}cz—2=4)\2+332sen20 p’:%:p—"qcosﬁ
L I
A = = |
R |
16*n cos 8p’
I2(p,1,0) = Bpa + Bncos In(p' + p1) + Hps + —GL%:—sﬁ+
+G)\2 ncosbp’  GA?  8Aincosfp’ 84
By - Pb B%p} P}
+H ncosb In(p’ + pp) “ (Ap. 2.1)

2R !

Figura Ap. 2.1. Divisién de la placa circular rigida en coronas circulares de igual r.

Dividimos la placa en n coronas circulares, correspondientes 'a incrementos iguales
de radio. Suponemos cada corona uniformemente cargada con una presién p; (Figura
|

Suponemos que en la placa existen n circunferencias nodales (nodos),
correspondientes a n valores de 7 que situamos en el exterior de ¢ada corona.

El asiento producido por la corona j en el nodo ¢ se obteéndrd a partir de las
ecuaciones 8 y 9: ‘

I'(p;jsmiy8) = L(pjsmin8) — Ia(pj-1,m,6) (4p. 2.2)

J

pi == (Ap. 2.3)
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R
o= n
Llamamos:
{ = +# asiento unitario de la placa
P;
w; = -é- (Ap. 2.4):
™
Al = 2C7rj/ I'(pj,mi,0)d8
0
Hacemos:
. ‘
Iy = 2C [ oy, m,0)d0 (4p. 2.5)
0
El asiento total del nodo 7 sera:
n
G =) Ljrj =¢ (Ap. 2.6)
=1

Si @ es la fuerza total vertical que actda sobre la placa, la ecuacién de equilibrio
nos da:

& Q
TRy (0f -l = & (4p- 2.7)
7=1
Sustituimos (Ap. 2.3) en (Ap. 2.7), y hacemos:
_ @
X= 31 F (Ap. 2.8)
Con ello se obtiene:
n
2;_
3 T" mo=nyx (Ap. 2.9)

Las n ecuaciones (Ap. 2.6) y la ecuacién (Ap. 2.9) nos dan un sistema de n + 1
ecuaciones con 7 + 1 incognitas que, expresadas de forma matricial, nos da:

Lijlori{mitnsr = n{ziton (Ap. 2.10)
I;j toma el valor (Ap. 2.5) parai < n j<n

. Iﬂ+1,‘j =
Lpg1 = -1 <n<n
In+1,n+1 =0
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I

7; toma el valor (Ap. 2.4) para j <n

Tnt1 = € .
xi =0 1<i<
Xi = X . t=n+1

La solucién de (Ap. 2.10) es:

n{Xi}n+1
{ridan = SReil
7 [Iiilnﬂ
Que nos da la distribucién de presiones y el asiento de la placa, ambos en forma
adimensional, en funcién de A y v. !

Concretamente el asiento de la placa sera: |

= fO\v) . (Ap. 2.12)
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