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Presentacion

La identificacion modal, es un proceso de estimacion de parametros modales a
partir de mediciones de vibracion, obtenidas en diferentes puntos de una estructura. La

importancia de dichos parametros reside, en que describen las propiedades dinamicas de

la estructura bajo estudio. Como las mismas estan directamente relacionadas con la masa
y rigidez del sistema, los resultados obtenidos experimentalmente suministran

informacion acerca de estas dos propiedades fisicas de la estructura.

En el analisis modal tradicional, los parametros modales son obtenidos por ajuste
del modelo sobre funciones de respuesta en frecuencia, las cuales relacionan fuerzas de
excitacion y vibracion de la respuesta. En el Ajuste Local de la Respuesta, la
identificacion modal se realiza -a partir de mediciones exclusivamente de la respuesta-
para cada modo por separado, en un rango de frecuencias de intercs, considerando que en
las proximidades de una frecuencia natural sélo un nimero muy limitado de modos

contribuye significativamente al resultado (normalmente uno o dos).

El objetivo principal de este trabajo, es contribuir al avance del conocimiento y de
la estimacion y validacion de los parametros modales, que permiten caracterizar sistemas

y estructuras en su comportamiento bajo solicitaciones dinamicas, mediante la

incorporacion de técnicas de optimizacion.

Las exigencias de seguridad en las construcciones, se han incrementado en las

ultimas décadas, por lo que es necesario realizar un detallado estudio dindmico de las
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mismas. La Identificacion Modal Mediante Ajuste Local de la Respuesta, constituye
una alternativa -como se vera- muy ventajosa, para el calculo de las caracteristicas

modales de las construcciones, segin la Norma de Construccion Sismorresistente NCSE-

2002, en la actualidad vigente en Espafia.

En toda la obra el enfoque es predominantemente practico, pero sin descuidar el

rigor conceptual.

Una vez concluida la introduccion al trabajo, la exposicion de la metodologia
analizada y el empleo de la misma, se ilustra a través de un ejemplo de aplicacion, para

posteriormente finalizar con las conclusiones generales del mismo.

La audiencia a la que se dirige la presente obra es amplia, y esta constituida por
todo tipo de técnicos involucrados en el disefio y analisis de estructuras. Puede utilizarse
como libro de referencia o consulta, por técnicos que sigan esta linea de investigacion

emergente, y como libro de texto en asignaturas o cursos de postgrado (master y

doctorado).

La presencia del tiempo como variable caracteristica en el fendmeno dinamico y
el elevado namero de grados de libertad, que son necesarios considerar para definir
adecuadamente el movimiento del sistema mecanico o estructural, supone un gran
volumen y complejidad de resultados experimentales. Dado el alto numero de

parametros a considerar, las técnicas de optimizacion aportan considerables ventajas en

tiempo y en precision (fiabilidad).

Las caracteristicas fundamentales de la Identificacion Modal Mediante Ajuste

Local de la Respuesta son:

e Permite -incluso midiendo uUnicamente la respuesta- la determinacion de los
modos de vibracion normalizados respecto de la matriz de masa en la situacion

general de amortiguamiento estructural; es decir la obtencion de la matriz modal

@], solucionando de esta forma el problema inverso, desde las mediciones
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experimentales del modelo de respuesta, hasta el modelo modal. Frente a otros
procedimientos, que solo alcanzan a la determinacién de valores proporcionales
de la respuesta, entre cada uno de los g.d.l. considerados, que componen cada uno

de los modos de vibracion (matriz [¥]).

Es apto para amortiguamiento histerético o estructural.

Permite realizar andlisis dindmicos de grandes estructuras con equipos muy
limitados, en los que el numero de canales de captacion sea mucho menor que el

numero de grados de libertad con los que se desea definir el movimiento de la

estructura.

El resto de las caracteristicas principales, son las siguientes:

Trabaja en el dominio de la frecuencia.

Metodo indirecto (a partir de la respuesta, se determina el modelo modal).

Se aplica a sistemas MGDL.

Método multi output (MO), se puede aplicar en los casos de:
» “natural input” - multi output (NIMO), para el caso en el que las

acciones presentes sean las naturales del “ambiente” (peatones, trafico,

viento, etc.).
» global o single input - multi output (SIMO).
» polyreference o multi input - multi output (MIMO).
Es decir, la excitacion puede ser nula, tnica (en un grado de libertad), o multiple

(en varios grado de libertad), respectivamente.
Estimacion de parametros: local (frecuencias naturales y matriz modal o_, [fb] 3;
Modos de vibracion complejos. Ahora bien, esto depende de los datos de partida;

s1 los mismos se corresponden con un caso de amortiguamiento proporcional, los

modos de vibracion serian, evidentemente, reales (idénticos a la situacién sin

amortiguamiento).

Cualquier informacién adicional acerca de la presente obra, puede solicitarse

escribiendo directamente al autor, a la direccion de correo electrénico villa@ uniovi.es
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Lista de simbolos 3

En este apéndice se incluye la notacion principal usada en el presente trabajo. Se

ha intentado que la misma sea lo mas consistente posible a lo largo del mismo. En

primer lugar, se da la lista de notacion en la que se utilizan letras griegas mayusculas,

seguida de las griegas minusculas, para continuar con las latinas mayusculas y finalizar

con las latinas minusculas.

GI‘I&’Q(IS mda EHSCH[HS

VP, )
@,

1PR Ir

[ jr

modo de vibracion (autovector) correspondiente al modo r.

modo de vibracion (autovector) correspondiente al modo r normalizado con
respecto a la masa.

matriz modal.
matriz modal normalizada con respecto a la masa.
componente de la matriz modal (normalizada respecto de la matriz de masa)

para la fila j y columna (modo) r.

componente de la matriz modal (normalizada respecto de la matriz de masa)

para la fila j y columna (modo) r (parte real).

componente de la matriz modal (normalizada respecto de la matriz de masa)

para la fila j y columna (modo) r (parte compleja).

componente de la matriz modal para la fila j y columna (modo) r (parte real).

componente de la matriz modal para la fila j y columna (modo) r (parte

compleja).

Griegas minusculas

r(p_jk

)

r

N,

argumento del residuo o cte. modal.

frecuencia natural sin amortiguar correspondiente al modo r.

factor de pérdida por amortiguamiento correspondiente al modo r.
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&,V

[o(w)]

YR rn cd

YI ncd

R ij cd

€1ii ed

& Idg s

EIdI rs

autovalor para el caso de amortiguamiento histerético.

constantes reales.
matriz NxN de receptancia del sistema.
componente de la matriz NxN de receptancia del sistema, para la fila j y la

columna k.

coeficiente de participacion modal (parte real) para el modo r, a la frecuencia

1, en el conjunto de datos cd.

coeficiente de participacion modal (parte compleja) para el modo r, a la

frecuencia 1, en el conjunto de datos cd.

error asoclado con el dato 1 (parte real), para el desplazamiento en el g.d.l. j,

perteneciente al conjunto de datos cd.

error asociado con el dato 1 (parte compleja), para el desplazamiento en el

g.d.l. j, perteneciente al conjunto de datos cd.

error en el ajuste (parte real), de cada componente de la matriz identidad [I]

error en el ajuste (parte compleja), de cada componente de la matriz identidad

1],

Latinas mayusculas

modulo del residuo o cte. modal.

residuo o cte. modal.

matriz de amortiguamiento viscoso.
complemento residual (parte real).
complemento residual (parte compleja).
matriz de amortiguamiento histerético.
vector de Nx1 amplitudes de fuerza.

fuerza de excitacion en el g.d.l. j (parte real).
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fuerza de excitacion en el g.d.l. j (parte compleja).

funcidn de respuesta en frecuencia.

matriz identidad.

componente de la matriz identidad (parte real).
componente de la matriz identidad (parte compleja).

matriz de rigidez.

matriz de masa.

sistema de multiples grados de libertad.

sistema de un grado de libertad.

nimero de coordenadas incluidas en un modelo y/o nimero de modos

considerados.

vector de Nx1 amplitudes de respuesta.
estimacion de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.l. j (parte real), a la

frecuencia 1, en el conjunto de datos cd.

estimacion de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.l. j (parte compleja), a

la frecuencia 1, en el conjunto de datos cd.

Latinas minusculas

AUX
aux,

dato, i od

dato, i od

)}
k. ]
m, |

variable auxiliar (parte real), para el calculo de M| {® }.
variable auxiliar (parte compleja), para el célculo de [M] {® }.

magnitud de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.l. j (parte real), a la

frecuencia i, en el conjunto de datos cd.

magnitud de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.l. j (parte compleja), a la

frecuencia 1, en el conjunto de datos cd.

vector de Nx1, de fuerzas aplicadas en funcion del tiempo.
matriz de rigidez modal (diagonal).

matriz de masa modal (diagonal).
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q, T, S
J, Kk

componente de la matriz de masa concentrada (parte real).

numero de muestras o de puntos.

vector de Nx1, de transformacion de coordenadas del movimiento en funcion

del tiempo.
vector de Nx1, coordenadas del movimiento en funcién del tiempo.
indices de nimero de modo.

indices de nimeros de filas y columnas.

funcién objetivo.
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1.1. Introduccion general

El ajuste local de la respuesta es un método para la identificaciéon modal de
grandes estructuras de ingenieria civil, como puentes, edificios, plataformas petroliferas y
presas. El algoritmo permite estimar frecuencias naturales y los correspondientes modos

de vibracion asociados, desde mediciones -exclusivamente- de la respuesta.

Entre sus aplicaciones destacan:

e [a fundamental, que consiste en la identificacién modal a partir de mediciones

-exclusivamente- de la respuesta, como se ha mencionado.

e [dentificacion modal de estructuras sujetas a excitacion ambiente y condiciones
reales de operacion.
e Identificaciéon modal sin ningln tipo de excitacion artificial.

e Validacion de estimaciones modales.

e (Constituye una alternativa -como se vera- muy ventajosa, para el calculo de las

caracteristicas modales de las construcciones, segun la normativa espaiola

NCSE-2002.

LLa norma de construccion sismorresistente NCSE-2002 (parte general y
edificacion) en lo que se refiere al calculo dinamico, a través del analisis mediante
espectros de respuesta, prescribe (apartado 3.6.2.3.2), que el calculo de las caracteristicas

modales de la construccion se realice -preferentemente y por orden de preferencia- a

partir de:

e Ensayos sobre construcciones de caracteristicas iguales o semejantes a las que se

considera.
e Ensayos sobre modelos de la construccion considerada.
e Procedimientos tedricos de la Mecanica Estructural.

e [oOrmulas aproximadas o empiricas (como las que aparecen en los epigrafes

3.7.2.2 y 3.7.3.2 de la citada normativa)
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La identificacién modal, es un proceso de estimacion de parametros modales a
partir de mediciones de vibracion, obtenidas en diferentes puntos de una estructura. La
importancia de dichos parametros reside, en que describen las propiedades dindmicas de
la estructura bajo estudio. Como las mismas estan directamente relacionadas con la masa

y rigidez del sistema, los resultados obtenidos experimentalmente suministran

informacion acerca de estas dos propiedades fisicas de la estructura.

En el analisis modal tradicional, los parametros modales son obtenidos por ajuste
del modelo sobre funciones de respuesta en frecuencia, las cuales relacionan fuerzas de
excitacion y vibracion de la respuesta. En el ajuste local de la respuesta, la identificacion
modal se realiza para cada modo por separado, en un rango de frecuencias de interés,
considerando que en las proximidades de una frecuencia natural sélo un nimero muy

l[imitado de modos contribuye significativamente al resultado (normalmente uno o dos).

LLos ensayos modales en los que se mide Gnicamente la respuesta son utilizados en
estructuras de ingenieria civil y grandes sistemas mecanicos -incluso en operacion- en
las que no es facil excitarlas artificialmente; y son a menudo cargadas por solicitaciones
naturales (ambientales), que no pueden facilmente ser controladas o medidas; ejemplos
de las mismas, lo constituyen las cargas de viento sobre edificios, olas de mar actuando
sobre estructuras offshore, y cargas de trafico sobre puentes. En tales casos, es una
ventaja medir solamente la respuesta natural (o ambiental) y estimar los parametros
modales realizando una identificacion modal a través del ajuste local de la respuesta; en
lugar de cargar la estructura artificialmente y considerar la carga natural como una fuente

de ruido no deseado, que mas tarde es usada en el proceso de calculo.

[Las principales ventajas de esta técnica son:

e El ensayo consume menos tiempo y es mucho més econémico, ya que el equipo

para excitar la estructura no es necesario.
e El ensayo no interrumpe la operacion de la estructura.

e [arespuesta medida es representativa de las condiciones reales de operacion de la

estructura.
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e (Con equipos muy limitados (n° de canales mucho menor que el n° de g.d.l. en que
se desea medir) permite abordar el estudio dindmico de una gran estructura

manteniendo un sensor fijo (de referencia) en todas las mediciones.

e Apto para amortiguamiento estructural o histerético.

e A su vez, el rango de medida puede ser también muy limitado, en las
proximidades de una frecuencia o0 modo de vibracién de interés.

» Determinacion de los modos de vibracion complejos normalizados respecto de la

matriz de masa.

e Da una primera estimacion de cada modo de interés muy répida (tiempo de
calculo en ordenador), a partir de medidas Gnicamente de la respuesta en unos

pocos grados de libertad.

Con anterioridad al ensayo se debe seleccionar un sensor de referencia (posicion
fija) en cada direccion en que se desee medir, y mover los restantes a través de la
estructura (con lo que se crean varios conjuntos de datos) hasta que las respuestas de
vibracion se midan en todos los grados de libertad de interés. EI utilizar multiples
conjuntos de datos permite al usuario obtener una buena resolucion espacial de los modos

de vibracion con un limitado niimero de sensores

La presencia del tiempo como variable caracteristica en el fendmeno dinamico y
el elevado nimero de grados de libertad, que son necesarios considerar para definir
adecuadamente el movimiento del sistema mecanico o estructural, supone un gran
volumen y complejidad de resultados experimentales que, en general, se recogen como
funciones de respuesta en frecuencia (FRF) a partir de las cuales se estiman los
parametros modales, es decir, los polos, frecuencias amortiguadas, coeficientes de
amortiguamiento, modos de vibracion y factores de participacion modal. Existe una
variedad de métodos, segiin que propongan una estimacion en base a uno o a multiples
grados de libertad, o que se lleven a cabo en el dominio del tiempo o de la frecuencia.
Dado el alto nimero de pardmetros a considerar, las técnicas de optimizacidon aportan

considerables ventajas en tiempo y en precision (fiabilidad).
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1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo, es contribuir al avance del conocimiento y la
mejora de métodos para la estimacién y validacion de los parametros modales, que
permiten caracterizar sistemas y estructuras en su comportamiento bajo solicitaciones

dinamicas, mediante la incorporacion de técnicas de optimizacion.

1.3. Estructura del trabajo

La aplicacion de técnicas de optimizacion, para la determinacion de pardmetros
modales por el método de identificacion, que se exponen en el presente trabajo, se cifien

exclusivamente a:

e sistemas con amortiguamiento histerético o estructural,

e niveles de amortiguamiento bajos (generalmente menores de un 10 % que son los

que se presentan en las grandes estructuras), y

e dominio de la frecuencia.

Una vez concluida la introduccion al trabajo, la exposicion de la metodologia
analizada y el empleo de la misma, se ilustra a través de un ejemplo de aplicacion, para

posteriormente finalizar con las conclusiones generales del mismo.

Como se tendra ocasion de comprobar, un aspecto de gran interés reside en que el
ajuste local de la respuesta permite -incluso midiendo tnicamente la respuesta- la
determinacion de los modos de vibracion normalizados respecto de la matriz de masa, en
la situacion general de amortiguamiento estructural, frente a otros procedimientos, que se

limitan a la determinacién de valores proporcionales de la respuesta.
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1.4. Fundamentos de andlisis modal

Las estructuras reales son sistemas eldsticos no homogéneos y continuos que
poseen un numero infinito de grados de libertad. Sin embargo, su analisis siempre
conlleva una aproximacidn que consiste en describir su comportamiento a través del uso
de un nimero finito de grados de libertad, tantos como sean necesarios para asegurar
suficiente exactitud. Una adecuada eleccién de las coordenadas del movimiento,
corresponde sin embargo a una decision inicial que el analista debe tomar, lo cual es de

fundamental importancia ya que el éxito del analisis posterior depende de ello.

Usualmente, las estructuras continuas no homogéneas, son descritas como
sistemas de masas concentradas de multiples grados de libertad (MGDL). Es
conveniente recordar que los grados de libertad de un sistema, son el nimero de
coordenadas independientes necesarias para describir completamente el movimiento del
mismo. Por ejemplo si se considera el modelo de la figura 1.1 que representa un sistema
con amortiguamiento viscoso, descrito por su masa, rigidez y propiedades de
amortiguamiento, un total de N coordenadas xi(t) (i = 1, 2, ...,N) son requeridas para
describir la posicion de las N masas respecto de su posicion de equilibrio estatico, y el

sistema se dice que posee N grados de libertad.

Fig. 1.1 Ejemplo de un modelo con n grados de libertad

Suponiendo que un conjunto de fuerzas externas fi(t) i =1, 2, ...,N) actGian sobre
las masas m; y estableciendo el equilibrio de fuerzas actuando sobre ellas, el movimiento

del sistema se rige por el siguiente sistema de ecuaciones:




Introduccion 13

myX; +(C; +85)8; —¢%X, +(K; +ks)x, —k,X, = f,
m, X, —C,X, +(C, 4+, JX, —CX, =k, %, +(k, + ko, =kx, =1,

MKy = Cn Xy +(Cy + 0y )Xy — KXy +(ky + kg, )%y =1y

(1.1)

Las ecuaciones (1.1) representan un conjunto de ecuaciones diferenciales de
segundo orden, cada una de las cuales requiere dos condiciones iniciales para resolver la
respuesta completa en las N coordenadas del movimiento. Es obvio que ninguna
ecuacion puede ser resuelta por si sola, debido a que estan acopladas, es decir, que la
respuesta en un unico grado de libertad depende de el movimiento en las otras
coordenadas. Esta dependencia se expresa por el hecho de que cada ecuacién incluye

términos relacionados con mdas de una coordenada. Para resolver el sistema de

ecuaciones anterior es conveniente escribirlo en forma matricial:

m 0 - 0 |[%] [c,+c, =-c, - 0 ([
£ . f , , _ _ Y i i
0 0 my [|Xy) | O 0 Cn Oy | (Xn ]
Frr - -~ ) |I"' B
—k k, +k, - 0 X f
+ '2 2 | 3 | . < .2 - '2 :
D 0 kN+kN+1_ Xyl Iy

(1.2)

que puede ser condensado en una forma mas compacta como:
MJ{x}+[Clix}+ [KKx} = {f} (13)

donde [M], [C] y [K] son las matrices de orden N de masa, amortiguamiento y rigidez
respectivamente, que describen las propiedades espaciales de el sistema, {&}, {x} y {x}

son vectores de orden N de aceleracion, velocidad y desplazamiento, respectivamente, y

{f } es un vector de orden N que representa las fuerzas aplicadas en funcién del tiempo.
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1.4.1. Frecuencias naturales y modos propios

Cuando un sistema de 1 g.d.l. no amortiguado es sometido a una perturbacion
inicial permitiéndosele a continuacién moverse libremente, el mismo oscila alrededor de

su posicion de equilibrio estético, lo que puede ser definido como su modo propio de

vibracion.

Dindmicamente, el sistema ha sido completamente caracterizado a través de una
unica propiedad, descrita por su propia frecuencia natural de vibracién. A continuacion

se examina lo que sucede en un sistema MDOF,

a) Sistema MDOF no amortiguado

Se comienza por suponer que el sistema es no amortiguado y se considera la

solucion de vibracion libre de (1.3) con lo cual las N ecuaciones simultaneas de (1.4) son

homogéneas:

M [{x }+ [K {x} = {0} (1.4)

Asimismo, se puede apreciar que si x(t), xa(t), ..., xn(t) representa una solucién
{x} del sistema, entonces yx;(t), yxa(t), ..., yxn(t) también representa una solucion, donde
Y es una constante arbitraria distinta de cero. Esto significa que la solucién de (1.4)

puede ser obtenida solo en términos de movimiento relativo.

Las soluciones de (1.4) obedecen a la misma ley de variacion en el tiempo, y son

de la forma:

1= Xe (1.5)
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donde {i} es un vector de orden N, de amplitudes independientes del tiempo (nbtese que

incluso se permite a las amplitudes tener componente compleja). Sustituyendo en (1.4),

se obtiene

[K]-w?M]| {X} = {0} (1.6)

Lo que se presenta en 1.6 es la forma general de un problema de autovalores y

autovectores. Ahora, es claro que si una solucion {f} existe, entonces “{{JT(} -donde vy es

una constante arbitraria distinta de cero- es también solucién. Pre-multiplicando ambos

lados de (1.6) por la inversa de [[K]— 0’ [M]J , S€ obtiene
[K]- o] [K]- 02 (M {X}= [[K] - o M]] {0} (1.7)

S1 HK]—(M2 [M]]"I existe, {)—(}: 10}, lo que corresponde a la llamada solucién

trivial de (1.6), que no es de interés porque implica que no hay movimiento en NINgUNo

de los N grados de libertad. Como consecuencia, para la solucién no trivial, la inversa

de [K]—- M’ [M]J no debe existir, lo que implica:
det|[K]- w?[M]}= 0 (1.8)

(donde ‘det’ simboliza determinante). Esta es una ecuacién algebraica, conocida como la

ecuacion caracteristica del sistema, que proporciona N posibles soluciones reales

positivas ], ;, ..., W} también conocidas como los autovalores de (1.6). Los valores

W, , ®,, ..., Wy son las frecuencias naturales no amortiguadas del sistema.

Sustituyendo cada valor de la frecuencia natural en (1.6) y resolviendo cada uno

de los conjuntos resultantes de ecuaciones para {X}, se obtienen N posibles soluciones en

forma de vector {¥.} =1, 2, ..., N) conocidos como los modos de vibracién normales

del sistema bajo andlisis, cada uno de los cuales representa un autovector del problema.
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Cada {‘Pr} contiene N elementos que son magnitudes reales (positivas o

negativas) y son unicamente conocidos en términos relativos; es decir, se conoce la

direccidn de cada vector, pero no su magnitud absoluta.

En términos fisicos, se puede decir que nuestro sistema puede de hecho vibrar
libremente con movimiento sincronizado, para N valores particulares de la frecuencia w,
cada uno de los cuales implica una particular configuracion o forma de movimiento libre,

descrito por {W¥,}. Para cada frecuencia natural del sistema m, existe un modo de

vibracién {¥,} asociado. El subindice r indica el nimero de modo, y varia desde 1 a N.

La solucién completa en vibracion libre se suele representar a través de dos

matrices de orden NxN

o 0 0
wr]=| O @ (1.9
0 0 Wy
Y
[\P] = [{LPI }{le }”'{IPN }] (1-10)

que contienen una completa descripcion de las caracteristicas dinamicas del sistema. Asi
pues (1.9) y (1.10) constituyen lo que se conoce como Modelo Modal, y describen el
sistema a través de sus propiedades modales (frecuencias naturales y modos de
vibracion), en oposicién al Modelo Espacial en el que el sistema queda descrito a través
de sus propiedades espaciales ([M], ICly [K]) [¥| es comtnmente conocida como la

maftriz modal.
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Los modos de vibraciéon poseen propiedades muy importantes, llamadas

propiedades de ortogonalidad . Tomando (1.6) y dos modos particulares r y s, se puede

escribir

[K]- w2 M]|{¥, }= {0} (1.11)

[K]-w?2[m]] {#,}={o} ' (1.12)
pre-multiplicando (1.11) por {‘PS ' se obtiene que

(e} [K]- ! M}, } = o} (1.13)

Por otra parte, si se toma la traspuesta de (1.12) y se post-multiplica por {‘Pr}

resulta

fw 1 KT - w2 M |, }={o) (1.14)

lo que equivale a

fw I [K]- w2 M]| {¥, } = {0} (1.15)

debido al hecho de que [M] y [K] son simétricas. Combinando (1.13) y (1.15) se deduce

(@2 —o?){e. ) M, } = {0} (1.16)

que para @, # W, puede solamente ser satisfecho si
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W} IMRY, }=1{0} (r#5) (1.17)

siguiendo un proceso paralelo con (1.17) y (1.15) se obtiene que

W1 KR, F={0); (r#s) (1.18)

Finalmente, si se hace r=s y se considera cualquiera de las dos expresiones

(1.15) o (1.13) se obtiene

(K, = of{, } IMIY, } (1.19)

0 bien

LK) K
e M) m,

(1.20)

donde k., y m_  son comunmente conocidos como la rigidez modal y la masa modal

respectivamente, del modo r.

Considerando todas las posibles combinaciones de r y s, se pueden agrupar las

propiedades del modelo modal como sigue:

v MY
v K[

Il

m, |

H (1.21)
k, ]

[l

Debido a sus propiedades de ortogonalidad, los modos de vibracion
(autovectores), son linealmente independientes (ningin autovector puede ser obtenido
por una combinacion lineal de los restantes) por lo que forman una base en el espacio N-
dimensional. Como consecuencia, cualquier otro vector en el mismo espacio puede ser

expresado como una combinacion lineal de los N linealmente independientes modos de
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vibracion (autovectores). Esta propiedad constituye lo que usualmente se conoce como
Teorema de Expansion y es util cuando se pretende analizar la respuesta de sistemas de

MDOF frente a condiciones de fuerza arbitrarias.

Como se ha demostrado, en contraste con las frecuencias naturales, que

representan magnitudes fijas y dnicas, los modos de vibracion se conocen con un factor

de escala indeterminado. Debido a ello, k., y m.  no pueden adoptar valores

separadamente sino que estos deben satisfacer la ecuacion (1.20). La representacién de
los resultados de los modos de vibracién estd siempre sujeta a procedimientos de
normalizacion o escalado previos. Esta normalizacion consiste a menudo en hacer el
mayor elemento de cada autovector igual a la unidad. Sin embargo en andlisis modal es

bastante comun escalar los modos de vibracion de la siguiente forma
o] [M][®]=1] (1.22)

donde [I] es la matriz identidad (la cual por definicion, es diagonal) y [(D] es la matriz

modal normalizada respecto de la masa, obtenida respecto de los modos de vibracion

mediante la conversion {®_ =y {¥. }, por lo que de la expresion (1.22) se deduce que

@, ) M@, t={y, ¥} M}y, }=v2{¥ } MY }=1 (1.23)

para cada modo r. Y por tanto que

1 1

" e il m, .

En consecuencia, las propiedades de ortogonalidad de la matriz modal pueden ser

escritas como
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@] [M][@]=I]

o] [K][®]= o] (1.25)

Estas propiedades particulares de la matriz modal pueden aplicarse
ventajosamente en la solucion de la ecuacion (1.4) correspondiente a la vibracidn libre.

Para ello se define la siguiente transformacién de coordenadas

xot=[@Ra] (1.26)

y sustituyendo en (1.4)
M@ Ka -+ [K]l@Kq, b= {o} (1.27)

pre multiplicando (1.27) por |®@|'

@] M@ g, 1+ [@] K@, = {0} (1.28)

y tomando en consideracion (1.25), la representacion matricial del conjunto de

ecuaciones llega a convertirse en

{q (i)}+ l(ﬂf ]{Cl(t]}= {0} (1.29)

que representa un conjunto de N ecuaciones desacopladas del movimiento, de un grado

de libertad cada una de ellas (SDOF). Notese que si se emplea una matriz modal

escalada arbitrariamente [¥| se llegaria a

[m, Koo b+ Ik, Ha }= {0} (1.30)
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Como se puede observar, una simple transformacién de coordenadas, permite

transformar el sistema MDOF en N sistemas independientes de 1 g.d.l. De este modo

cada ecuacion del movimiento depende solamente de una coordenada q.(t) que puede

ser resuelta separadamente dado que las condiciones iniciales en el nuevo sistema de

coordenadas q;(t) se obtienen mediante la aplicacién de la transformacion de

coordenadas vista, a las condiciones iniciales presentes en el conjunto original de

coordenadas x, (t).
Después de resolver (1.29) o (1.30) en funcion de q.(t), la solucién final en

vibracion libre como expresion dex,(t) se obtiene facilmente a través de la

transformacién de coordenadas (1.26).

b) Sistema MDOF amortiguado

Considerando de nuevo el sistema MDOF (figura 1.1) y suponiendo que el

mecanismo disipativo es histéretico, en lugar de (1.3) se llega a la ecuacidon
MJ{x@}+i[DRx®}+ [K {x} = {£o)} (1.31)
donde [D] es una matriz de dimensién NxN de amortiguamiento histerético.

Se parte de la hipotesis de que el amortiguamiento es proporcional, en cuyo caso

se debe de cumplir que:
D|=¢|K]|+v[M] (1.32)
€ y v son constantes. Suponiendo que existe una solucion, de la forma

{X(:}}: {i}eilt (1.33)
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en la que {X} es un vector que representa N independientes amplitudes de respuesta, y

sustituyendo en la forma homogénea de (1.31), se llega a que

[K]-22 M]]+ile[K]+v M]] )X} = {0} (1.34)

que representa un problema caracteristico de solucién compleja, en términos de N
autovalores complejos {?fr} y N autovectores reales {‘-Pr} que coinciden con los del caso

no-amortiguado, por lo que siguen teniendo la misma interpretacion fisica. Para el caso

bajo andlisis es también obvio que sus propiedades de ortogonalidad permiten desacoplar
las ecuaciones del movimiento. Por consiguiente, se puede relacionar A° con las

frecuencias naturales del sistema mediante la expresion
A= (l+in. ) (1.35)

donde ®’ y 1, son la frecuencia natural y el factor de pérdida por amortiguamiento,

respectivamente, para el modo r, ya definidos como

k
mr
y
M, =e+—o (1.37)
W

[La masa y rigidez modales, m_y k_respectivamente, han sido ya definidos con

anterioridad en (1.20).

S1 se supone un amortiguamiento no proporcional, el correspondiente problema

caracteristico da como resultado N autovalores complejos A> y N autovectores también
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complejos {‘Pr}. Debido a que las propiedades de ortogonalidad se siguen manteniendo,

A> viene dado por la siguiente relacion

o L K] +i[D]I{¥,} _ k,
f .} IMRY,}  m,

(1.38)

k. y m_ son ahora cantidades complejas, a pesar de lo cual, y como se ha

mencionado previamente, las propiedades de ortogonalidad indicadas de (1.25) siguen

siendo validas.

Nuevamente, el cuadrado de la frecuencia natural, va a venir dado por la parte

real de A’ .

1.4.2. Andlisis de la respuesta de sistemas MDOF [rente a excitaciones forzadas

Volviendo la atencion hacia la respuesta forzada de sistemas MDOF, se va a
omitir la parte transitoria de la respuesta completa y considerar solamente la componente
permanente, para el caso de excitacion armoénica. Existe un camino directo para deducir

las ecuaciones correspondientes. A partir de (1.3), tomando como vector de fuerzas de

excitacion {fm}: {F}e™ y como vector de respuesta {X (t}}: {i}e”“ , se obtiene

r— A—

K]-w*M]+io [C][{X}e™ = {F}e™ (1.39)

de donde resulta

X} = :[K]— o M+io ]| {F}= o) | {F} (1.40)

El mismo razonamiento basado en el modelo histerético, conduciria a
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(%)=[ [K]- M+ [D]| {F}= [excon) {F} (1.41)

donde |o(w)] es la matriz cuadrada de orden N de la receptancia del sistema, que

contiene toda la informacion sobre las caracteristicas dinamicas del mismo. Cada

elemento o, corresponde a una funcién de respuesta en frecuencia (FRF) individual,

que describe la relacion entre la respuesta en una coordenada particular j y una unica
fuerza de excitacion aplicada en la coordenada k. La matriz de receptancia constituye
otra forma de modelar el sistema y es conocido como el Modelo de Respuesta, como

alternativo al Modelo Espacial y al Modelo Modal, ya mencionados.

A pesar de su aparente simplicidad, las ecuaciones (1.40) y (1.41) tienden a ser

muy ineficientes para aplicaciones numéricas y su utilidad, a efectos de identificacion, es

muy limitada. Afortunadamente, es posible deducir expresiones mds ttiles para [o()],

basadas en las propiedades modales, que tienen la ventaja adicional de suministrar una

introduccion en la forma de las propiedades de las FRF.

Anteriormente, se ha visto que hay un conjunto de N autovalores complejos Ay

N autovectores asociados{¥, }, que satisfacen la ecuacion homogénea

K]+i[D]-22[M] | {¥,}= {0} (1.42)

- . —

y que los N autovectores forman un conjunto de vectores linealmente independiente en
un espacio N, que poseen propiedades de ortogonalidad. Asi pues, cualquier vector en el

espacio N, como {X}, puede ser expresado como una combinacion lineal de autovectores

X}= il*vr{‘i‘r} (1.43)
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Sustituyendo (1.43) en (1.41) y pre-multiplicando por {‘PS }T resulta

{w,}'|[K]+i [D] Zjl]yl{‘%'..}—mz{‘ﬂ}"' [M]ilvr{‘ﬂ% 1, ' {F} (1.44)

Tomando ahora en consideracion las propiedades de los autovectores, (1.44) se

convierte en

v AP, } | [K]+i [D]{¥, }- o’y {¥ }' M]{¥ }={¥ }'{F} (1.45)

Y.k, —o’y,m, ={¥ } {F} (1.46)

donde k, y m, han sido ya definidos en (1.20). En consecuencia

_

2
k., —o'm,

Y, (1.47)

La sustitucion de (1.47) en (1.43) conduce a la definicion de la respuesta permanente

para amortiguamiento histerético, en términos de modos complejos

~ | . imt A 1Pr 7 It 1Pr 0]
X p= {XJe! =Z{k }_Eu;jl[{n fe (1.48)
Volviendo a (1.35) y (1.38), se tiene
X)=3" i, {FHY, S (1.49)

. 2
r=I mr((ﬂf _mz +lnr(ﬂr)
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S1 interesa extraer un Unico elemento de la matriz de receptancia, por ejemplo, la

respuesta en la coordenada j debido a una tunica fuerza de excitacion aplicada en la

coordenada k, lo que significa que el vector {F} tiene solamente un elemento distinto de

cero, se puede escribir

s AL FHY, )

)= Z] m, (©; —0° +in,o;) o
O

oy @ =21=) L L (1.51)

- 2 2, 2
Fk r=1 I‘I‘lr((ﬂr _'UJ -I-IT][,(BI.)

donde W, y ¥, son los elementos j y k, respectivamente del modo de vibracion {P, }.

De esta manera, se ha deducido a una expresion general para los elementos de la matriz

de receptancia, en funcion de las propiedades modales. En términos fisicos, (1.51) puede

Interpretarse como que la respuesta total, es el resultado de la suma de contribuciones de

las respuestas de N sistemas SDOF.

En el caso general de amortiguamiento no proporcional, el numerador de (1.51) es
complejo, mientras que en los casos sin amortiguamiento o con amortiguamiento
proporcional es una cantidad real. Tomando en consideracion los modos de vibracion

(autovectores) normalizados con respecto a la masa

< . N
%3 (0) = ;(—:: ; ®’ —ig(-l:?ﬁrmf o
O
Xy o= ik
S 0
donde

A= Ae (1.54)
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es una cantidad compleja conocida como constante modal o residuo, para la cual se

verifica
Tjrqjkr
Ay, =~ =00, (1.55)
Y
b
P ik :arg( i’ﬂ h):arg(@ﬂ@kr) (1.56)

que son unas magnitudes constantes para unos r, ] y k dados. Dos importantes
conclusiones pueden ser extraidas de las deducciones anteriores. La primera, es claro

que la matriz de receptancia del sistema es simétrica

O = =0y = (1.57)

(principio de reciprocidad) y segunda, que las ctes. modales estan interrelacionadas,

obedeciendo a la relacion que descrita por la pareja de ecuaciones siguientes

"Ejk — (I)jrq)kr

Aj=D% 6 A =D, (1.58)

conocidas como las ecuaciones de consistencia modal.

Considérese como ejemplo el sistema de la figura 1.2, consistente en una barra
inextensible en cuyos extremos se definen sendos g.d.l. para el desplazamiento vertical y

el giro, que se consideran de interés para el andlisis. Se supone que, en este ejemplo, el
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comportamiento dinamico del sistema queda descrito con suficiente exactitud por cuatro

g.d.1., que definen la flexion en la viga.

Fig. 1.2 Ejemplo de un modelo de 4 g.d.l.

El comportamiento dinamico de la barra queda descrito mediante la ecuacion:

e N 1 (£
Y Oy Gy Oy Qg | |
91 gy By Oy Uy fﬂl
laj=1 "= 1o (= lalif) (1.59)
¥ Oyp Oy Oy Olyy Yy
0,] [0y Oy Oy Oy fﬂz

donde {q} es un vector de coordenadas generalizadas de respuesta y {f es un vector de

fuerzas generalizadas de excitacion. Es importante observar que la matriz de receptancia

[a] es simétrica y que esta constituida por diferentes elementos que deben de ser

definidos en la forma habitual aplicable a coeficientes de influencia. Por ejemplo, en el

punto 1 del ejemplo citado, se pueden obtener los tres siguientes elementos de

receptancia como el desplazamiento debido a una fuerza unitaria:

; Oy = =35 Oy =0lgg =— (1.60)

Todas las receptancias anteriores se denominan receptancias puntuales, ya que

estan tomadas en el mismo punto de la estructura. Sin embargo, o,, y ,, son

receptancias puntuales directas, debido al hecho de que ambas -respuesta y fuerza de

excitacion- son consideradas a lo largo de la misma coordenada, mientras que o, es

denominada receptancia puntual cruzada. Las mismas consideraciones se pueden aplicar
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para el otro punto de la barra del ejemplo. Finalmente, hay receptancias que relacionan

coordenadas en diferentes puntos de la estructura, como por ejemplo:

hi y
Oy =0y, =~f—‘~u; Oy =Clyg =f—‘ (1.61)
Y2 0,

las cuales son llamadas receptancias de transferencia de las receptancias puntuales

anteriormente mencionadas. Estas definiciones se aplican también a cualquier otra forma
de FRF.

1.4.3.1. Representacion grdfica de las FRF de los sistemas MDOF

Se ha visto que un sistema con N grados de libertad es descrito por un modelo
modal con N frecuencias naturales y N modos de vibracién , asi como que la respuesta de
un modelo MDOF consiste en un conjunto de diferentes funciones FRF que pueden ser
escritas como una serie de términos, cada uno de los cuales representa la contribucién de

cada modo de vibracion a la respuesta total, tal como se indicé en la ecuacion (1.53).

Haciendo uso de la representacion de Bode de una receptanccia FRF para un
ejemplo de un sistema no amortiguado con 4 grados de libertad, la figura 1.3 representa

la magnitud (a) y fase (b), respectivamente -usando una escala lineal-, de una

receptancia puntual directa.

Observando la grafica de la magnitud, es obvio que aparecen cuatro amplitudes de
pico, que corresponden a cuatro frecuencias naturales del sistema. Pues bien, en analogia
con los sistemas SDOF, es de esperar que en cada frecuencia de resonancia aparezca una
desviacion de fase de 180°. Sin embargo, observando la grafica correspondiente al
angulo de fase, es claro que hay mas de cuatro desviaciones de fase. Estas no ocurren
s6lo en cada resonancia, sino también en frecuencias intermedias, en las cuales la

magnitud no representa -aparentemente- un comportamiento significativo. Esto es
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consecuencia de utilizar una escala lineal para dibujar la magnitud de la receptancia, que

oculta los niveles de magnitud bajos. Si se reemplaza la escala vertical lineal, por una

logaritmica, se obtiene la figura 1.4.

Receptance magnitude (m/N

e

Receptance phase (degrees)

L - Lo ) :‘:‘.‘J
Ry : < o oo g g
=] - = - = o — ! 0L £ LA
L I | W I I I I I
O *:‘:-l
e e e T S st S i
o — =
o &
[P— o
Lh — A —
- o |
'y
o & I
= &
s —
I o 2 2 b=
8 = B
& - B
s ! g S —
) e
g2~ g2~
(s
e. o
on -
o
% LﬂI
- (@)
- o

Fig. 1.3 Representacion grafica de un receptancia puntual directa
correspondiente a un sistema MDOF de cuatro g.d.l.
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Fig. 1.4 Magnitud en escala logaritmica, de la receptancia representada en
la figura 1.3.
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Ahora también se pueden apreciar en detalle los bajos niveles de respuesta, que
muestra la FRF en estas regiones, observandose que aparecen algunos picos ‘invertidos’,
cada uno de los cuales ocurren entre picos de resonancia. Estos picos ‘invertidos’ se
denominan antirresonancias y presentan como caracteristica destacable, un cambio de
fase similar al de las resonancias. Esta particular caracteristica de la receptancias
puntuales directas (adviértase que esto se aplica a otras formas de FRF) es muy util para

evaluar las FRF medidas experimentalmente.

En un sistema no-amortiguado, la antirresonancia corresponde a la ausencia de

movimiento en todas las coordenadas en las que la respuesta esta siendo considerada.

En el caso de una FRF de transferencia entre dos resonancias no siempre tiene

que aparecer necesariamente una antirresonacia, tal como se ilustra en la figura 1.5.

ET emcma=pr laaricies IXAMEZIAALLICIe (A EX ro=_. 1 zxarT~1)

—_—— T—rur e e

. L — r. W
e iy e e P .

A — g

e T

Ty

Fig. 1.5 Ejemplo de receptancia de transferencia.

S1 se analizan ahora los sistemas amortiguados, se observa que los graficos de las
FRE son muy similares a las que se han descrito para los sistemas sin amortiguacion
aunque hay diferencias en las resonancias y antiresonancias -cuyos picos son mas
romos- y en las desviaciones de los angulos de fase, que no se ajustan a 0°-180°. Esto se
muestra en la figura 1.6 que representa la receptancia para un sistema amortiguado de 4

g.d.l. Obsérvese como valores muy altos del amortiguamiento ocultan la existencia de
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una antirresonancia, haciendo que la FRF directa se parezca mas a una FRF de

transferencia.

Receptance (degrees) Receptance (dB re. | m/N)
= 2 5 8 3 5 & & 8 o 8

PRI (ST (WU T W — e e —
[ "

e

e £

= &

% G

A% e

= 3

. &

.‘t'_"':"_, /

g . [ g' -
Fig. 1.6 Sistema amortiguado de 4 g.d.l. (amortiguamiento estructural).
~ 0 —

& =
E 0.4-

)

u -~
g 0
o
O i
J
2w, 4
e
5 "

R 0.8 |
10 Frequency (rad/s) 100
zZ 0 E
g RS
8 -0.4—
g _
o -0.8—
D s
B R
=

] ] IU Frequency (rad/s) 100

Fig. 1.7 Parte real e imaginaria de la receptancia, en funcion de la frecuencia, para el
sistema amortiguado de 4 g.d.l. considerado en la figura 1.6.
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Si en lugar de la magnitud y fase de la FRF se representa su parte real y compleja
-para el mismo ejemplo correspondiente a la figura anterior- es evidente (figura 1.7), que
el uso de una escala lineal conduce a que los modos de frecuencia mas altos tiendan a no
quedar adecuadamente representados en las graficas, dado que -en general- la amplitud

de la receptancia disminuye con la frecuencia.

Una posible solucion consiste en reemplazar las graficas de la receptancia por los
correspondientes de acelerancia, tal como se muestra en la figura 1.8. De esta forma,
todos los modos son visibles; la componente real y compleja no presentan el
inconveniente mencionado esperado, a pesar de que el sistema de 4 g.d.l. considerado

evidencia un acusado amortiguamiento no-proporcional para los dos Gltimos modos.
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Fig. 1.8 Parte real y compleja de la acelerancia, representada en funcion de la frecuencia,
para el sistema amortiguado de 4 g.d.l. considerado en la figura 1.7.

1.4.4. Modelos dinamicos

Como se ha comprobado en los apartados precedentes, las propiedades dinamicas
de un sistema con N grados de libertad pueden ser descritas mediante tres tipos diferentes

de modelos: el modelo espacial, el modelo modal y el modelo de respuesta.
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En el primer caso, las caracteristicas dindmicas del sistema se definen a través de
la distribucion espacial de su masa, rigidez y propiedades de amortiguamiento, mediante
las matrices correspondientes. Con este planteamiento la resolucion del modelo espacial
conduce a un problema de autovalores y autovectores, cuya solucion permite obtener las

propiedades modales del sistema (N frecuencias naturales, N factores de

amortiguamiento y N modos de vibracion) contenidas en las matrices [ A’ ] y D]

S1 se elige el modelo modal y se aplican las propiedades ortogonales de la matriz

modal en el supuesto de amortiguamiento estructural, se obtiene

@] M][@]= 1] (162
o] [K]+iDll@]= 2 |= | (1+in,) |
y operando resulta
D[ @] = [M]
@] X (1+in,)|[@]" = [K]+i[D] e

por lo que en principio, es posible obtener un modelo espacial a partir del conocimiento
del modelo modal. Esta es una importante conclusién si se considera que,
experimentalmente, el modelo modal se deduce inicialmente de FRFs medidas
experimentalmente. Por otro lado, el modelo modal da lugar al modelo de respuesta del

sistema. Recordando el punto de partida

= e

[K]-o’[M]+i [D]|{X}= {F} (1.64)

s =l

junto con

o) {X}= {F} (1.65)
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y haciendo uso de las relaciones inversas (1.63), se obtiene facilmente

o)) = [@] |02 (1 +in, )~ 0? | [@]' (1.66)

Es decir, comenzando con el modelo espacial se llega al modelo de respuesta,
después de pasar a través del modelo modal intermedio. Esta secuencia es la que se sigue

normalmente cuando el punto de partida es un analisis teorico.

Sin embargo, si un sistema es demasiado complejo y por consiguiente no puede
ser modelado analiticamente, es preciso acudir al analisis experimental donde el punto de

partida es la medida de las FRFs, a través de las que, el sistema queda inicialmente

descrito mediante un modelo de respuesta lou(w)].

Hay diferentes técnicas que permiten deducir las caracteristicas modales de un
sistema dado desde el modelo de respuesta obtenido experimentalmente. El
procedimiento es conocido como “identificacion modal”. Desde el modelo modal ya

deducido, se puede aplicar (1.63) y obtener un modelo espacial. La figura 1.9 resume las

relaciones mencionadas entre los distintos modelos para el caso no-amortiguado.
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Fig. 1.9 Relaciones entre los diferentes modelos dinamicos (caso no amortiguado).
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1.5. Ejemplo ilustrativo

En el proximo capitulo, se complementa la exposicion de la metodologia

analizada con un ejemplo de aplicacion, al objeto de:

e indicar como se realiza la traduccion del lenguaje matematico utilizado, al

correspondiente a un software de optimizacion comercial (GAMS).

e que el lector verifique por si mismo, que se alcanza la solucion del problema
inverso, es decir que partiendo del modelo de respuesta se puede llegar al modelo

espacial del sistema, a través de la determinacién previa del modelo modal.

1.5.1. Generacion de datos numeéricos

Los datos numéricos de partida se obtienen analiticamente para cada uno de los

métodos de estimacion considerados, a partir de la resolucion del problema directo; esto

es, a partir de un modelo espacial dado ([M], K|y [D]), el problema directo se resuelve

al objeto de obtener el modelo modal (u}r, N.s [(D]) con lo que:

e Se calculan las receptancias o ((1}) para las funciones de respuesta en frecuencia

(que se pueden utilizar en la determinacion de pardmetros modales a partir de las
FRF), a través de las expresiones (1.52), para amortiguamiento proporcional, y de
la (1.53) ala (1.56), para amortiguamiento no proporcional,

e la respuesta (desplazamiento), en cada grado de libertad, en el dominio de la
frecuencia (que se utilizardn en la determinacion de parametros modales a traveés

del ajuste local de la respuesta), se determina utilizando la expresion

{X}=|ouw)|{F} -ya vista en la introduccién- en la que necesariamente se ha de

introducir el vector de cargas {F} en el dominio de la frecuencia.




Introduccion 37

En el ejemplo ilustrativo mostrado en el capitulo 2 -en el que se utiliza esta
ultima metodologia- dicho vector de cargas se corresponde con el método polyreference
o multi input - multi output (MIMO) que corresponde a la tipologia de excitacién mas
complicada; en todos y cada uno de los grados de libertad considerados, se introduce una
excitacion que responde a una funcion coseno (en fase con los demas) de amplitud
constante y frecuencia variable (en todo el intervalo de frecuencias de interés

evidentemente); para tratar de simular analiticamente el efecto de unos excitadores de

masa.

1.5.2. Modelo estructural

En el ejemplo mostrado, se utiliza un modelo de estructura correspondiente a un
edificio simple, en el que se imponen las condiciones de dinteles rigidos, pilares
inextensibles y masas concentradas a la altura de los dinteles (figura 1.10); con un nivel
de amortiguamiento -para los modos de vibracion del mismo- muy bajo (generalmente
menor del 10 %). De esta forma se pretende que los datos “limpios” -generados
analiticamente para ilustrar la resolucion del problema inverso a través de cada uno de

ellos- represente, lo mas cercanamente posible, la respuesta de una gran estructura real.

1.5.2.1. Tipologia de la excitacion

Dado que la excitacion puede ser nula, unica o multiple, se agrupan las ventajas e
inconvenientes de cada una de ellas, segun la tipologia que se utilice para su descripcion.
Cuando se habla de excitacion nula, no se refiere a que no existan fuerzas actuando sobre
la estructura, sino que el registro de datos de la medicion experimental corresponde a las
acciones naturales del “ambiente” originadas -por ejemplo- por los efectos del trafico,
viento, peatones, etc. sobre la construccion; mientras que la excitacion Unica se puede

conseguir con un martillo de impacto o un vibrador; y finalmente, la multiple, utilizando
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varios vibradores simultdneamente en varios grados de libertad. Ahora bien, en los dos

ultimos casos ya existiria entonces un conocimiento de la excitacion aplicada.

Definicion:

Similitud con:
edificio en el cual no se producen rotaciones

en los elementos horizontales a la altura de
los pisos.

viga en voladizo deformada solo por
el esfuerzo cortante.

Se imponen las siquientes condiciones: Las cuales establecen que:

Toda la masa de la estructura estd Se pasa de un modelo de o g.d.l. a otro, que tendra

concentrada al nivel de los pisos. }_—_> tantos g.d.l. como n* de masas concentradas al nivel de
' los pisos.

El piso de cada planta es infinitamente rigido Las uniones entre las vigas y las columnas no permiten

con respeto a los pilares. rotacion.

[.La deformacién de Ila estructura es ! Los pisos de cada planta (infinitamente rigidos),

independiente de los esfuerzos axiales E:} permanecen horizontales durante el movimiento de la

presentes en los pilares. estructura, |

Fig. 1.10 Caracteristicas principales de un modelo de edificio simple.

Seguidamente, se citan las ventajas e inconvenientes mas destacadas, en el caso

de utilizar cada uno de los tres tipos de excitacion mencionados.

Excitacion nula: “natural input” - multi output (NIMO).
o Ventajas:
> En el andlisis modal tradicional, los parametros modales se obtienen por
ajuste de las funciones de respuesta en frecuencia, relacionando las
fuerzas de excitacion con la vibracion de la respuesta. Sin embargo en el
método “natural input” - multi output (NIMO), la identificacion modal

se realiza basandose exclusivamente en la respuesta de la vibracion.
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» No es necesario medir la excitacion, lo que sin lugar a dudas, repercute en

una mayor economia de los ensayos.

» Se excitan simultdneamente varios modos de vibracién que pueden ser
detectados desde una tinica medicion.

o [nconvenientes:

» En general, los sensores utilizados deben poseer una sensibilidad mayor
que los requeridos para los ensayos de vibraciones forzadas.

» Se estima que las caracteristicas resultantes de mediciones experimentales,
corresponderan a bajas amplitudes de vibracion; estas pueden resultar
diferentes de las medidas durante altos niveles de sacudidas,

especialmente en estructuras de hormigén armado, en las que la fisuracién

de la estructura puede afectar a la rigidez global de la misma.

Excitacion unica o maultiple:  global o single input - multi output (SIMO) vy

polyreference o multi input - multi output (MIMO), respectivamente.
e Ventajas:

» La principal ventaja de los ensayos con vibraciones forzadas, es que el
nivel de la excitacion y la vibracién inducida, pueden ser controladas de
una forma rigurosa.

e Inconvenientes:

> En general, toda vibracion forzada puede dafiar a la estructura.

» Con el fin de excitar dindmicamente y de forma controlada a las
construcciones se usan vibradores. Un vibrador debe producir fuerzas de
suficiente magnitud, para excitar eficazmente una estructura en un rango
de frecuencias de interés. En grandes estructuras civiles, tales como
puentes de grandes luces y edificios de gran altura, las frecuencias de
interés son comunmente menores de 1 Hz; mientras es posible generar
fuerzas considerables a altas frecuencias, con vibradores relativamente
pequeiios, no ocurre lo mismo para frecuencias bajas, en cuya generacion

seria necesario utilizar masas inerciales considerables. AuUn siendo

teoricamente posible la construccion, transporte y montaje de estos
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equipos, resultarian excesivamente caros, razoén por la cual su empleo
queda restringido en ensayos de sistemas mecanicos.

» Los martillos de impacto son usados en pequefias estructuras y sistemas
mecanicos, cuando se utilizan en grandes estructuras, surgen ciertos
problemas:

* Para excitar suficientemente los modos bajos de una estructura la
masa del martillo de impacto debe de ser muy grande.

= La 1nstrumentacion de un martillo de impacto de estas
caracteristicas con transductores de fuerza resultaria complicado y

COS10S0.

" El impacto producido podria causar considerables dafios locales a

la estructura bajo estudio.

1.5.3. Caracteristicas del lenguaje de optimizacion

El ejemplo de aplicacion que se afiade al presente trabajo, ha sido ejecutado
mediante el lenguaje de programacion GAMS (General Algebraic Modeling System),

que permite el modelado, resolucion y anélisis de diversos problemas de optimizacion.

Entre las caracteristicas basicas del mismo cabe destacar que:

e Permite pasar de resolver problemas de pequeflas dimensiones (unas pocas
variables y restricciones) a problemas mayores (miles de variables vy
restricciones) sin variar significativamente el codigo. En consecuencia es posible

escribir de manera compacta restricciones similares -a través del manejo eficiente

de sus indices- mediante una sola restriccion.

e Una vez que se tiene una formulacion consistente del problema, expresada en la
notacion de GAMS, el mismo software elige algun optimizador de los que
dispone, para alcanzar su solucion. De esta manera, el proceso de resolucion del

problema esta separado del proceso de modelado; el usuario puede cambiar el
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modelo para mejorarlo o completarlo en un entorno agradable de manejar, ya que

no se tiene que preocupar del funcionamiento del algoritmo interno que necesita

para resolverlo.

e Fl aprendizaje del codigo GAMS resulta facil para usuarios con conocimientos

previos de optimizacién, debido a que, la forma en que GAMS presenta el

problema, coincide practicamente con la descripcion matematica del mismo.

1.6. Estado del arte

A continuacidn se indican de forma sucinta, las caracteristicas mas destacadas de
los diferentes métodos de estimacion de pardmetros modales, para enumerar
seguidamente algunos de los -pocos- métodos que trabajan en el dominio de la
frecuencia, y que a su vez consideran amortiguamiento estructural o histerético. Se hara
un especial énfasis en el método de Ewins-Gleeson, ya que aparte de regirse por las dos
altimas caracteristicas citadas, se aplica a sistemas de varios grados de libertad para

analizar varios modos simultineamente. Lo mismo ocurre con la metodologia que se

expone en el proximo capitulo.

1.6.1. Caracteristicas principales de los métodos de estimacion de parametros modales

En las ultimas décadas, se han desarrollado numerosas técnicas con la finalidad de
obtener identificaciones fiables de las caracteristicas dinamicas de estructuras y sistemas
mecanicos. Una primera division que se puede realizar entre las mismas, hace referencia
al dominio en el que trabajan: tiempo o frecuencia, que a su vez, se pueden separar en
métodos indirectos (o modales) y métodos directos. Una divisidon posterior -que parece
l6gico efectuar- consiste en clasificarlos segiin el nimero de modos que consideran en el
analisis, pudiendo distinguirse entre sistemas de un Unico grado de libertad (UGDL) y

sistemas de varios grados de libertad (MGDL).
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A pesar de que el nimero de métodos existentes en la actualidad es muy extenso,
se pueden valorar en ellos una serie de caracteristicas comunes; algunas de las mas
destacadas se enumeran a continuacion, comentando asimismo sus principales ventajas e

inconvenientes:

a) Métodos de uno o miltiples grados de libertad

En un ancho de banda dado, se puede suponer que existe un modo predominante.
LLos métodos basados en UGDL son muy rapidos, y en aplicaciones informaticas
requieren poca memoria y tiempo, pero son solo aplicables si los modos del sistema estan
suficientemente separados, lo que no suele ser el caso. A continuacién se requiere
aproximar los datos medidos con un modelo que incluya varios modos. Los parametros

de estos modos se estiman simultaneamente mediante el uso de los métodos MGDL.

b) Estimacion de parametros global o local

Los procedimientos de estimacion local tienen la desventaja de que la estimacion
final para un parametro particular ha sido seleccionada del conjunto total de resultados,
por ejemplo mediante el céalculo del valor medio. Este proceso requiere la seleccion e
interpretacion por parte de un operador, pero ofrece alguna informacion acerca de la
exactitud del sistema, suministrando una variacion estadistica.

Por otra parte, los métodos de estimacion global resultan afectados por los errores
tipicos en la medida, como el efecto de la masa de los acelerémetros. Para los
procedimientos de estimacién global la consistencia del conjunto de datos disponibles es

de considerable importancia.

¢) Excitacion unica o multiple

[as técnicas de excitacion multiple, se han revelado Utiles para la separacion de
polos proximos o dobles. Dado que los coeficientes de un modo de vibracion, son
independientes de la localizacion de la excitacidn, la estimacion de parametros modales a
partir de multiples fuentes de excitacion, da como resultado una estimacion global para

estos parametros.
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d) Métodos directos o indirectos (modales)

La designacién “indirecto” (modal), significa que la identificacion de las
funciones de respuesta en frecuencia estd basada en el modelo modal, sobre los
parametros modales (frecuencias naturales, factores de pérdida por amortiguamiento,
constantes modales y sus fases); mientras que la designacidn “directo”, se refiere a que
la identificacién estd directamente fundamentada en el modelo espacial, en particular

sobre la ecuacion matricial general de equilibrio dinamico.

aay e e ——————— s e s £ e e i |, H S e ST R L

La tipologia de los resultados para los autovalores y autovectores, es distinta

segun cada una de las diferentes situaciones de amortiguamiento que se consideren:

e (Caso no amortiguado: autovalores y autovectores reales.

e (Caso de amortiguamiento proporcional: autovalores complejos y autovectores
reales (en el caso de que los resultados de un calculo muestren autovectores con
parte real e imaginaria, existird también un factor de proporcionalidad complejo,
que permite re-escalar los autovectores a valores reales); los autovectores son los
mismos que en el caso no amortiguado.

e (Caso de amortiguamiento no proporcional: autovalores y autovectores complejos.
Generalmente, en el caso de estructuras ligeramente amortiguadas, la consideracion de
amortiguamiento proporcional o no proporcional, se traduce en diferencias pequeiias.
Estructuras o sistemas mecanicos fuertemente amortiguados, tienden a mostrar un
amortiguamiento no-proporcional, especialmente si los elementos de amortiguamiento
aparecen concentrados (como ocurre por ejemplo con la estructura completa de un
coche). Algunos procedimientos de estimacion de parametros, ofrecen la posibilidad de
estimar modos de vibracion con valores reales o complejos, dependiendo de la intencion
del ensayo. Por ejemplo, si los modos de vibracion obtenidos experimentalmente, van a

ser comparados con otros calculados mediante un modelo de elementos finitos, deberan

utilizarse valores reales.
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f) Implementacion en ¢l dominio del tiempo o de la frecuencia

Teoricamente, no hay razones que justifiquen que la implementacion en el

dominio del tiempo sea superior a la correspondiente en el dominio de la frecuencia, o

viceversa. Sin embargo, se aprecian algunas diferencias fundamentales en lo que se

refiere a aplicaciones practicas:

Consideraciones numéricas: los métodos de estimacion en el dominio del tiempo
son generalmente mas adecuados para trabajar con datos con ruido. Permiten
evitar la mayoria de los errores de procesamiento de la sefial (leakage, aliasing,
etc.), si se aplican directamente sobre las sefiales de tiempo sin tratar (en bruto).
Por el contrario, en condiciones de medida con ruido, el promediado es mas facil

y mas eficiente en el dominio de la frecuencia.

Rango de frecuencias: debido al efecto de la potencia de las frecuencias en los
métodos que operan en el dominio de la frecuencia, los andlisis en una banda
ancha se realizan preferentemente en el dominio del tiempo. Sin embargo, en los
casos en los que el efecto de los modos fuera de la banda es importante, los
metodos en el dominio de la frecuencia son ventajosos, especialmente en lo
referente a la estimacion de modos de vibracion, ya que ellos pueden aproximar
estos efectos mientras que los métodos en el dominio del tiempo, no pueden

compensarlos.

Amortiguamiento: los sistemas fuertemente amortiguados muestran picos de

resonancia anchos en las funciones de respuesta en frecuencia (es decir los picos
se extienden sobre varias lineas espectrales), pero presentan una corta duracion de
la respuesta del impulso (solamente unas pocas muestras significativas en el
tiempo), figura 1.11. Asi pues -en general- los métodos en el dominio de la
frecuencia, permiten una mejor estimacion de los polos del sistema. La situacion
inversa dual -en general- es cierta para sistemas ligeramente amortiguados,
figura 1.12.

Naturaleza de los datos recolectados: para trabajar en el dominio de la
frecuencia, los datos previamente recolectados en el dominio del tiempo, deben
ser convertidos al dominio de la misma, -por ejemplo- a través de la

transformada rapida de Fourier; existen unas serie de errores que se pueden
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cometer al truncar la sefial, pero los problemas relacionados con ellos, se eliminan

empleando métodos que operen en el dominio del tiempo.

2 high damping| + nigh

C E damping
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® Q
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Fig. 1.11 Sistema fuertemente amortiguado: numero de puntos de muestra
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Fig. 1.12 Sistema débilmente amortiguado: nimero de puntos de muestra

1.6.2. Meétodos en el dominio de la frecuencia con amortiguamiento estructural

[Los métodos de un unico grado de libertad son rapidos y requieren poco esfuerzo
computacional y poca memoria. Los que quizas han tenido una mayor relevancia, asi
como un impacto notable -en términos de uso practico- son: el método del ajuste del
circulo (Kennedy-Pancu), el método inverso (Dobson) y el método de Dobson (extension
del anterior). Sin embargo, con la evolucion de los ordenadores, y en particular de los
personales, con mas capacidad de memoria y la posibilidad de efectuar calculos cada vez
mas rapidos, estos métodos se han visto superados, para la mayoria de las aplicaciones

practicas, por los métodos -mas sofisticados- de multiples grados de libertad.
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Dentro de estos ultimos, y entre los indirectos (o modales), fundamentados en el
dominio de la frecuencia y que a su vez trabajan con amortiguamiento estructural, quizas
el mas conocido sea el método de Ewins-Gleeson. Es este un método que se puede
clasificar dentro de los conocidos como de entrada tnica - salida unica (single input -
single output), orientado a la identificacion de estructuras ligeramente amortiguadas.
Originalmente, el problema fue presentado en términos de acelerancia; pero para la

exposicion que sigue, se realizard en términos de receptancia.

Como se parte de la hipotesis de que el sistema es ligeramente amortiguado, los
modos se consideran reales, con angulos de fase de 0° 6 180°. El modelo matematico se

expresa mediante

(x(w)zi > 2’ (1.67)

2 ’ 2
o O~ +1M,0;
donde C, es sin embargo una cantidad real (amortiguamiento proporcional).

En un primer estado, se considera que no hay amortiguamiento. En este caso

Re(au(w))= )" EC

e (1.68)
=1 W, —

Si ademas las frecuencias naturales, se identifican con los picos de las funciones
de respuesta en frecuencia, en las curvas de la receptancia; y €stos, a su vez, se suponen

suficientemente separadas y agudas -y por lo tanto facilmente visibles-, la unica

magnitud desconocida es la constante modal Cr.

Para calcular las N incognitas Cr, es necesario establecer N ecuaciones. Para ello,

se toman N frecuencias Q, Qo, ..., Qn v la correspondiente parte real de las receptancias

medidas, que se representan de forma abreviada como Re(®, ), Re(@, ), ..., Re(@ ). En

tal caso, las constantes modales vendran dadas por
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T 1 O
C| |0 -9 -9 oy —QF | [Re(e,)
Cs ! : 1 Re(0l, )
1 (Tlof-Q  ; -Q) w,-Q2 | 1 . (1.69)
G | 1 1 Re(ly)
o] Q) @, -Qy Oy —Q;

o en forma abreviada,

{C}=[R]" Refat} (1.70)
el signo de cada Cr da informacion sobre si la respuesta estd en fase, o no.

En un segundo estado, los factores de amortiguamiento se calculan desde las

amplitudes de pico. A partir de la primera expresion de este apartado (1.67), se deduce

para cada resonancia

| Icr‘
i@’,({ﬂr)|: > (1.71)
nrmr

de donde se obtiene finalmente

__IG (1.72)
T )| o? |

Los efectos de los modos residuales pueden ser introducidos méas tarde. Los
detalles sobre los mismos, se pueden consultar en la correspondiente bibliografia. Una
posible alternativa consiste en considerar N+2 puntos y calcular N+2 constantes modales.

La matriz [R] en (1.70) deberia ser en este caso de orden N+2.
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Este método da buenos resultados si, de hecho, la estructura es ligeramente
amortiguada. Es extremadamente simple y rdpido, y facil de implementar en cualquier
programa de célculo por ordenador. Sin embargo, presenta la desventaja de ser sensible
a los puntos elegidos sobre las funciones de respuesta en frecuencia, principalmente si se
trata de medidas en las que hay ruido presente; por ello, requiere una cierta experiencia

por parte del operador para hacer una adecuada eleccion de puntos.




.



CAPITULO 2

Ajuste local de la respuesta
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2.1. Introduccion

El método de identificacién modal que se va ha describir a continuacion, trata de

la determinacion de los parametros modales a través del ajuste local de la respuesta.

Sus caracteristicas fundamentales son:

Permite -incluso midiendo uUnicamente la respuesta- la determinacion de los
modos de vibracién normalizados respecto de la matriz de masa en la situacion

general de amortiguamiento estructural; es decir la obtencion de la matriz modal

[@|, solucionando de esta forma el problema inverso, desde las mediciones

experimentales del modelo de respuesta, hasta el modelo modal. Frente a otros
procedimientos, que solo alcanzan a la determinacidon de valores proporcionales
de la respuesta, entre cada uno de los g.d.l. considerados, que componen cada uno

de los modos de vibracién (matriz [¥]).

Es apto para amortiguamiento histerético o estructural.

Permite realizar analisis dindmicos de grandes estructuras con equipos muy
limitados, en los que el numero de canales de captacion sea mucho menor que el

niamero de grados de libertad con los que se desea definir el movimiento de la

estructura.

El resto de las caracteristicas principales, son las siguientes:

Trabaja en el dominio de la frecuencia.
Método indirecto (a partir de la respuesta, se determina el modelo modal).
Se aplica a sistemas MGDL.

Método multi output (MO), se puede aplicar en los casos de:

» “natural input” - multi output (NIMO), para el caso en el que las
acciones presentes sean las naturales del “ambiente” (peatones, trafico,
viento, etc.).

» global o single input - multi output (SIMO).

» polyreference o multi input - multi output (MIMO).
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Es decir, la excitacion puede ser nula, unica (en un grado de libertad), o multiple

(en varios grado de libertad), respectivamente.

e LEstimacion de parametros: local (frecuencias naturales y matriz modal o, [CIJ] ).

e Modos de vibracion complejos. Ahora bien, esto depende de los datos de partida;
s1 los mismos se corresponden con un caso de amortiguamiento proporcional, los

modos de vibracion serian, evidentemente, reales (idénticos a la situacion sin

amortiguamiento).

Como se ha indicado en la introduccion, el método de identificacidén modal a
traves del ajuste local de la respuesta, permite realizar el analisis dinamico de una gran
estructura con equipos muy limitados, esto es, con un nimero de canales de medida
mucho menor que la cantidad de grados de libertad en los que se desea medir, para ello
es necesario -evidentemente- hacer varias mediciones (varios conjuntos de datos). Con
anterioridad al inicio de la captacion de datos, se debe seleccionar un sensor de referencia
(al menos uno en cada direccion en que se desea medir), el cual no modificard su
ubicacion en la estructura durante la medida de todos y cada uno de los conjuntos de
datos; los restantes sensores se iran cambiando de posicidon (grado de libertad) en cada

conjunto de datos que se defina, hasta que se recojan todas las respuestas de vibracion en

todos los grados de libertad de interés.

Es conveniente que el/los grado/s de libertad en el/los que se ubique/n el/los
sensor/es de referencia tengan una respuesta (vibracion) significativa o al menos, una
cierta contribucion en los modos de vibracién que se pretenden identificar. Si no se

cumple lo anterior, los resultados seran inexactos e incluso -si el nivel de vibracion es

bajo- no representativos.

Para ilustrar lo explicado en los parrafos anteriores, considérese el siguiente
ejemplo, un edificio de 6 plantas, con dos ejes de simetria en planta ortogonales, en el
que se desea determinar sus caracteristicas dindmicas y Uinicamente se posee un modesto
equipo de dos canales de medicion (ahora bien, tanto el equipo de captacion como los

sensores poseen la sensibilidad suficiente para captar las vibraciones). Para medir la
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respuesta en todas las plantas del edificio es necesario realizar 5 mediciones; por lo que
al final del proceso de medicion, para poder caracterizar dinamicamente el edificio es
necesario disponer de 5 conjuntos de datos. El sensor de referencia se dispone en la
altima planta (ya que en la misma son previsibles mayores vibraciones que en el resto) y
como se ha dicho no se modifica su posicion en los restantes conjuntos de datos. Asi por
ejemplo, en el conjunto de datos n°® 5 el sensor de referencia se ubicaria en la planta 6 y el
otro en la n® 5, y con esta disposicion se efectuaria una medicion (figura 2.1);
posteriormente, para el conjunto de datos 4 el sensor de referencia se ubicaria en el
mismo lugar y el adicional en la 4, con esta disposicion se realizaria una nueva medicion
y se procederia asi sucesivamente con otros conjuntos de datos hasta que la respuesta de

todas las plantas es recolectada. En la tabla 2.1 se muestra un resumen de ubicacion de

sensores en cada conjunto de datos.

SENSOR DE REFERENCIA . PLANTA 6 (CUBIERTA)

SENSOR ADICIONAL il PLANTA 5

PLANTA 4

PLANTA 3

PLANTA 2

PLANTA 1

PLANTA BAJA

rd AL

PLANTA GARAIJE

PLANTA GARAIJE

Fig. 2.1 Ubicacién de los sensores para el conjunto de datos n° 5.

El algoritmo no presenta limitacion alguna para el numero de sensores de
referencia, ni adicionales (en los que se modifica su ubicacién en cada conjunto de
datos), la cantidad de los mismos vendra limitada por la categoria del equipo de que se
disponga, muy condicionada evidentemente por cuestiones econdémicas; lo cual
representa nuevamente una ventaja para el Método del Ajuste Local de la Respuesta, ya
que como se ha visto, en su expresion minima, es suficiente con dos sensores para

realizar la caracterizacion dindmica de una gran estructura en una unica direccion.
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Sensor de referencia Sensor adicional
planta n®

Conjunto de datos n®

Tabla 2.1 Cuadro resumen de ubicacion de sensores en cada grado de libertad.

Otra cuestion de gran interés reside en el hecho de que la historia de cargas en
cada conjunto de datos puede ser totalmente diferente, en tipologia y/o magnitud de la

misma, lo cual no debe preocupar al técnico, ya que no es necesario efectuar ningun tipo

de control o medicion sobre la excitacion de la estructura.

SENSOR DE REFERENCIA PLANTA 6 (CUBIERTA)
PLANTA 5
PLANTA 4
SENSOR ADICIONAL PLANTA 3
PLANTA 2
PLANTA 1

PLANTA BAJA

PLANTA GARAIE

PLANTA GARAIJE

Fig. 2.2 Ubicacion de los sensores para el conjunto de datos n°® 3.
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2.2. Obtencion de parametros modales

El algoritmo que se presenta para la obtencion de pardmetros modales,
corresponde al caso general de amortiguamiento histerético o estructural, -como se ha

mencionado- al efectuar una estimacion de parametros local (frecuencias naturales, y
matriz modal o, @] ), cada uno de los modos de vibracién se determinan

independientemente (de uno en uno).

[La resolucidon del mismo comprende dos etapas:

e FEl ajuste de la respuesta en cada grado de libertad considerado.

e Imposicién de las condiciones de ortogonalidad para la obtencidén de la matriz

modal normalizada respecto de la masa.

A continuacion se desarrollan cada una de las mismas.

a) Ajuste de la respuesta en cada grado de libertad

El grupo de datos, esta constituido por la parte real y compleja de la respuesta, en

cada uno de los grados de libertad y conjunto de datos considerados

o dato, ;.. magnitud de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.l. j (parte real), a

la frecuencia 1, en el conjunto de datos cd.

* dato ;" magnitud de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.l. j (parte

compleja), a la frecuencia i, en el conjunto de datos cd.

A pesar de que -como el lector sabe- en el dominio del tiempo la respuesta solo
presenta parte real, al hacer la transformada de Fourier de la misma, surgen componentes

real y compleja.




Ajuste Local de la Respuesta 55

A su vez, el conjunto de variables involucradas en el problema son las siguientes:

m, : frecuencia natural para el modo r
Xy jiea: €stimacion de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.1. j (parte real), a la

frecuencia i, en el conjunto de datos cd

X i s €stimacion de la respuesta (desplazamiento) en el g.d.1. j (parte compleja),

a la frecuencia 1, en el conjunto de datos cd

Yr .. Coeficiente de participacion modal (parte real) para el modo r, a la

frecuencia 1, en el conjunto de datos cd

Y...q. coeficiente de participacion modal (parte compleja) para el modo r, a la

frecuencia i, en el conjunto de datos cd

Yy ;. : componente de la matriz modal para la fila j y columna (modo) r (parte

real)

: °f componente de la matriz modal para la fila j y columna (modo) r (parte

[jr *
compleja)
Cr, : complemento residual (parte real)

Cr,: complemento residual (parte compleja)
€qijea - rTOr @asociado con el dato i (parte real), para el desplazamiento en el g.d.1.

], perteneciente al conjunto de datos cd

€iica- crror asociado con el dato 1 (parte compleja), para el desplazamiento en el

g.d.l. j, perteneciente al conjunto de datos cd

z. funcion objetivo

debido a la metodologia del analisis de regresion efectuado €4 ¥ €44 SON siempre

positivos. Las frecuencias naturales ®,_, estan comprendidas dentro de cada uno de los

intervalos identificados manualmente (figura 2.3), donde se encuentran cada uno de los

modos que se quieren estimar (picos de las curvas). Asimismo los complementos

residuales Cr, y Cr;, sirven para tener en cuenta el efecto de los modos fuera del rango
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de medicion (figura 2.4) y el de otros modos mas proximos al que se quiere estimar (para

la parte real y compleja respectivamente).

p

I

|

|

I

:
. O

r min r I' IMax

w

Fig. 2.3 Variable @ _, frecuencia natural correspondiente al modo r, que puede adoptar valores dentro
del intervalo limitado por las magnitudes max. y min. que se establecen para el mismo.

Anteriormente, se ha visto que hay un conjunto de N autovalores complejos A’ y

N autovectores asociados{¥. }, y que los N autovectores forman un conjunto de vectores

linealmente independiente en un espacio N, que poseen propiedades de ortogonalidad.
Asi pues, cualquier vector de respuesta en el espacio N, como {i}, puede ser expresado

como una combinacion lineal de autovectores
- N
Xi=>y {v,} (2.1)
r=l

siendo {¥ } el modo de vibraciéon (autovector) correspondiente al modo r y y. el

coeficiente de participacion modal para el modo r. Notese que las componentes de los
autovectores son valores fijos e inalterables para cada forma de vibracion, en cambio, los

coeficientes de participacion, constituyen una magnitud que varia con la frecuencia, pero

a una frecuencia dada , tienen el mismo valor para todas las componentes del vector

modal. Por otra parte, en las proximidades de una frecuencia natural solamente un

niamero muy limitado de modos contribuye significativamente al resultado, normalmente
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uno o dos, por lo que en la respuesta -de un pequefio intervalo constituido por el entorno
de una frecuencia natural- solo uno o dos factores de participacion modal alcanzaran

valores notables frente al resto.

Q

P>

Influencia de los Influencia de los
modos bajos modos altos

Rango de frecuencias
considerado para el anélisis

-

Fig. 2.4 Influencia de los modos altos y bajos en el rango de frecuencias bajo estudio.

Es necesario también destacar, que dos de las magnitudes representadas en (2.1),

XY Y, son también funciones de la frecuencia, por lo tanto, la expresion anterior debe

de completarse con un segundo subindice, el cual hace referencia a la misma. Con lo que

se puede escribir también de la siguiente forma
- N
Xii=>1:¥, (2.2)
r=I

Sin embargo, dado que la misma tiene componentes real y compleja -y
asumiendo que los grandes paquetes de software para optimizacion sélo trabajan con
magnitudes reales- es necesario realizar las estimaciones de la expresion resultante
(parte real y compleja) por separado. De esta manera, se evitan los problemas que surgen

al tener que operar con la magnitud y la fase de las expresiones resultantes, en lugar de
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operar con su parte real y compleja, en el proceso de optimizacion. En consecuencia, se

tiene que
. if \/ \
XRjicd_l_leicd:Z Yreied T Visea 1| Yrjr + Ty 1 (2.3)
=l | Y~—— ~—— 1 R o
\ '@ b g X ' d /

Para separar el producto de magnitudes reales y complejas, se recurre a agrupar
las componentes reales e imaginarias de acuerdo con la siguiente descomposicion; si se

consideraa a+bi y ¢+di dos magnitudes complejas, el producto de las mismas resulta
(a + bi)(c +di) = ac +adi + cbi + bdi* (2.4)

donde, agrupando términos reales y complejos
(a + bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)1 (2.5)

[dentificando términos a ambos lados de la igualdad anterior se obtiene

N N
XRji ed — ZYR ri chPR jr F’Z'}'lricdqji or
r=1 r=| (26)

N N
Kijied = Z"{Rri ed Ty T Z’Ym e
r=| r=|

lo que representa la particion buscada.

Para ajustar la respuesta de todos y cada uno de los g.d.1., se utiliza un analisis de

regresion, segin el método de estimacion del minimo valor absoluto

1

Z|XR jica —datop i oq

1=1

+Z‘X1ji o —datoy o4 (2.7)
i=1
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La estimacion de los pardmetros modales, se puede obtener a traveés de la

resolucion del siguiente problema de programacion no lineal

Minitizar 2= Y . Y (€ jos TEi5a) Foe (2.8)

J

Sujeto al siguiente conjunto de restricciones no lineales del problema, que definen

el conjunto de soluciones admisibles

,1
Xp jied datORji ed = ERijed

datog i — Xpjica S Erijea ( PArte Real

{ SRij{:d:—}O [ 1=1, n (29)
leicd _datoljicd gElijf:;ﬂ J:L---,N

dato; ;g = X i SE€pjea  Parte Compleja

I Elijﬂd = ()

donde n es el nimero de muestras o de puntos en los que se ha medido la respuesta.

El conjunto de estas dos tltimas expresiones representa, la contribucion de esta

etapa, a la funciéon objetivo y al conjunto de restricciones del problema total,

respectivamente.

b) Imposicion de las condiciones de ortogonalidad

Finalmente se van a introducir las propiedades de ortogonalidad, en el método del

ajuste global de la respuesta. En la situacion general de amortiguamiento histerctico o

estructural -y escritas en forma matricial- el lector recordara que se reducen a

(@] [M] [®]=1]

@] [K]+i[D]] [@]= ;)

(2.10)
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Mais adelante, se vera que la segunda de estas ecuaciones resulta redundante, ya

que si los parametros del modelo modal son conocidos (frecuencias naturales,

coeficientes de pérdida por amortiguamiento y matriz modal ®_, 1., [tb] ), el calculo de

la rigidez [[K]+i[D]] es directo.

Por otra parte, la primera ecuacién representa el producto de tres matrices con
magnitudes reales y complejas, el cual se debe particionar -a lo largo de todo el proceso-
en dos ocasiones, para lograr efectuar el mismo. EIl procedimiento para realizar el
producto de las matrices modales y de masa, ha sido verificado aparte, por lo que aqui

solo se expone el algoritmo final.

El conjunto de nuevas variables, involucradas en el problema, que van a aparecer

durante el desarrollo de esta Gltima etapa, son las siguientes

e mg,: componente de la matriz de masa concentrada (parte real)
e [, : componente de la matriz identidad (parte real)

e [ . componente de la matriz identidad (parte compleja)

e aux,, . variable auxiliar (parte real), para el calculo de M| {® }

e aux,,: variable auxiliar (parte compleja), para el calculo de M| {® }

e g, ,: erroren el ajuste (parte real), de cada componente de la matriz identidad

1]

€4 5+ €rror en el ajuste (parte compleja), de cada componente de la matriz

identidad [I]

Antes de proceder con la metodologia empleada, respecto a las variables

utilizadas indicar que:

e Todas las masas que no son de la diagonal principal se fijan a cero; mientras que

las que pertenecen a la diagonal principal se definen como variables positivas (y

conocidas).
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e La parte compleja de la matriz de masa es siempre nula, evidentemente.

e Como el lector de sobra conoce, la matriz identidad [I], esta formada por unos en

la diagonal principal y valores nulos en el resto; sin embargo al conjunto de

variables constituido por cada una de las componentes de la misma, no se les

aplica ninguna restriccion, al objeto de comprobar la idoneidad del calculo

realizado.

e Debido a la metodologia del analisis de regresion efectuado €, .y €,  son

siempre positivas.

Como se habia mencionado, una variable auxiliar aux,, va ha ser utilizada para

recoger temporalmente el valor del producto M| {® }

aux, = kajfbjr

J

tanto para la parte real como para la compleja

&

(auxﬂ - FauX g, 1) =)
I\

\
Mp ;T 1M1

’
v e d

= S
a b /

(2.11)

(2.12)

dado que la parte compleja de la masa, debe ser siempre nula, resulta, identificando

términos reales y complejos a ambos lados de la igualdad anterior

auXyp . = Zmﬁkjd)R i
J

AUX | = ZIHR kj(bljr

J

(2.13)

la primera particion buscada. Una vez que se tiene la solucion para todas y cada una de

las componentes del producto [M| {® }, se procede al calculo del producto del resultado

del mismo por el vector modal traspuesto {®_ }' [aux]
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[, = Zfbjr aux (2.14)
J

entonces aplicando la particion utilizada en otras ocasiones,

/ N )
(IR,.5+I”5i)=Z fI)Rjr-I-CDIjri auij5+aux1jsi (2.13)
. | - — H'_J LN .y ¥ L% ~ i
S b AW C d o

se obtiene, identificando términos reales y complejos, la segunda particion

IRrs :Zq)Rjr auijs —Z(Ijljr aux[js
: : (2.16)

e 22 ch:aler aux, +Zc1>1jr AUX p
J ]

Finalmente, para culminar esta ultima etapa, se procede al ajuste de la matriz

identidad; para ajustar la solucion de todas y cada una de las componentes de la ecuacion

que constituia la primera condicién de ortogonalidad @] [M] @] = 1], se utiliza un

andlisis de regresion, segun el método de estimacion del minimo valor absoluto

>l [l M] [@]-[1]] +3 |[@] ] [@]-[1] (2.17)

I

[.a estimacion de los pardmetros modales, se puede obtener a traves de la

resolucién del siguiente problema de programacion no lineal
Minimizar z =) Y ..+ (€ T €1 1) (2.18)
§ S

sujeto al siguiente conjunto de restricciones no lineales del problema, que definen -junto

con las de, la etapa anterior- el conjunto de soluciones admisibles
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(@] M] [@]-[1]<e, |
1]-[@] [M] [@]<e, | | (2.19)
[Em]E 0

tanto para la parte real como para la compleja. Por consiguiente, segun la nomenclatura

utilizada, se reducen a

IRrs _E’IdE IS =l
lpps €0 s 21 p parar=s
EII:IE s 20
- parte Real
—— <0
R rs Idp 1
: (2.20)
[pt €4 =0  parar#s
El{iR Is 2 ()
I[1r5 _Eld, s = 0
[ +tE€y 20  parte Compleja
Eldl r's 2 () :

El conjunto de estas ultimas expresiones (2.20), junto con 2.19, representa la

contribucién de esta altima etapa, al conjunto de restricciones y a la funcién objetivo del

problema total, respectivamente. Es preciso destacar que, obligar a la matriz modal [‘P]

a cumplir la condicion de ortogonalidad [(I,]F [M] [(I)]= [I] es equivalente a normalizar

los vectores de la misma respecto de la matriz de masa; por lo que W, =Py v

Ty =Py
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La funcién objetivo completa y el conjunto total de restricciones se muestra a
continuacion. Las variables que componen las mismas, poseen las definiciones que se
han mostrado en las etapas previas. Asi pues, la estimacidn de los parametros modales,

se puede obtener a través de la resolucidon del siguiente problema de programacion no

lineal

Minimizar z = ZZ(ERijcd +8504) ZZ(SIdR s T 5500 (2.21)
Joo r s

sujeto al siguiente conjunto de restricciones no lineales del problema, que definen el

conjunto de soluciones admisibles

Xpjica —datog s g S€xijc

datog ;i g = Xpjica SE€rijea ( Parte Real

Erijea 20
X

c:i::'ltc:n,ji d ~Kpjied SE€pjeq ( Parte Compleja

€1iica 20

> Ajuste de la respuesta en cada grado de libertad

iea —datoy g g SE

ers _eld“ rs =
g s T€, s =1 | parar=s

EIﬁH rs 2 0

> parte Real
IR rs _E’ldﬂ rs <0

[pos tE€y s =0 ¢ parar#s > Imposicion condiciones de ortogonalidad
E:Iw:im rs 2 0

+€4 20 ¢ parte Compleja

: (2.22)




Ajuste Local de la Respuesla 65

para i=1,..,n donde n es el nimero de muestras o de puntos, en los que se ha recogido

la respuesta.

2.2.1. Ejemplo 2.1

A continuacién, se muestran los resultados obtenidos - utilizando la metodologia
expuesta- para un sistema de 6 grados de libertad, homologo a un modelo estructural
correspondiente a un edificio simple, y con una disposicion de sensores como la indicada

en el apartado 2.1 (tabla 2.1); el modelo espacial empleado para la generacion de datos,

se incluye como anexo 1.

Los datos de partida para alimentar el algoritmo de resolucion, han sido
elaborados a partir del citado modelo, segin se describe en el apartado 1.5.1. La
representacion grafica de los mismos, la respuesta (desplazamiento), en el dominio de la

frecuencia, para cada uno de los grados de libertad y conjunto de datos detinidos, se

expone en las figuras 2.5 ala 2.14.

Como se habia mencionado al inicio del presente capitulo, la historia de cargas en
cada conjunto de datos puede ser totalmente diferente, en tipologia y/o magnitud de la

misma; asi como que, no es necesario efectuar ningtn tipo de control o medicion sobre

la excitacion de la estructura.

Los casos de carga simulados, introducidos, se corresponden con una excitacion
blanca. Ahora bien con el fin de verificar la idoneidad del método propuesto, se ha
sometido al modelo estructural citado a una situacion de carga extrema, que sin lugar a
dudas supera a la que se puede encontrar en la practica habitual. Esta altima ha
consistido en ir variando proporcionalmente en cada conjunto de datos la amplitud de la

excitacion blanca; de forma que entre el primero y Gltimo conjuntos de datos (tabla 2.1)

hay una diferencia del 100%.




Ajuste Local de la Respuesia 66

Esta variacion del nivel de excitacion que se aplica entre todos y cada uno de los
conjuntos de datos, es sin lugar a dudas muchisimo mayor, que la esperada en la
captacion consecutiva de los mismos sobre la construccién que se pretende analizar.

Piénsese s1 no -por un momento- en la tipologia de la excitacion: cargas de viento sobre

edificios, olas de mar actuando sobre estructuras offshore, cargas de trafico sobre

puentes, etc.

Seguidamente, se indican los resultados obtenidos para todos y cada uno de los

modos de vibracién que componen la matriz modal |® | normalizada respecto de la masa,

asi como el intervalo de frecuencias seleccionado para identificar cada modo, y dentro de
ellos el pico de frecuencias (resonancia o frecuencia natural) asociado a cada uno de los

mismos, para finalmente mostrar el resultado alcanzado para el proceso de normalizacion

de los vectores modales en cada uno de los modos (producto {®_}' [M|{® } ), que

deberia ser 1gual a 1+ 01; lo cual representa una de las condiciones para que el ajuste sea

Optimo.

Como se habia mencionado, es conveniente que el/los grado/s de libertad en el/los
que se ubique/n el/los sensor/es de referencia tengan una respuesta (vibracion)
significativa o al menos, una cierta contribucion en los modos de vibracion que se
pretenden identificar. S1 no se cumple lo anterior, los resultados serdan inexactos e

incluso -si el nivel de vibracion es bajo- no representativos.

La solucion analitica exacta del problema directo, para el modelo espacial ya
comentado (anexo 1), puede verse en el anexo 3. Si se observan los resultados exactos
analiticos de la matriz modal (anexo 3, apartado 2.1) y en particular los desplazamientos
del grado de libertad en el que se decidi6 ubicar el sensor de referencia -planta 6*- la
cual se corresponde con la ultima fila de la misma; notese que los desplazamientos en
los modos 1 y 2 (Gltima y pentltima columna respectivamente) tienen una contribucion
notable (son mayores que el resto), lo que favorece que se alcance un ajuste excelente de
resultados; en cambio, para los modos 5 y 6 (segunda y primera columna

respectivamente) sus desplazamientos son muy bajos y el ajuste es mas pobre.




Ajuste Local de la Respuesta 67

Por otra parte, estos dos ultimos modos de vibracion, tienen un interés menor,
dado que sus periodos de oscilacion son mas bajos. A pesar de todo, si se requiriese
obtener una 1identificaciéon mejor de los mismos, es necesario situar el sensor de

referencia en otro grado de libertad mas adecuado.

Para identificar posiciones favorables de el/los sensor/es de referencia -para
cierto/s modo/s de interés- basta con localizar filas de la matriz modal, en que los
desplazamientos correspondientes a esa planta o grado de libertad en el/los modo/s que se
pretenden identificar, sean lo mayores posibles. A este respecto, un analisis previo por
elementos finitos de los modos de vibracion de la estructura que se desea analizar
experimentalmente, permite dar una primera idea de los modos de interés, grados de
libertad para definir los mismos, asi como los conjuntos de datos necesarios y la
ubicacion y numero de sensores de referencia, para que todas las direcciones medidas

queden bien representadas en todos los conjuntos de datos.

A modo de ejemplo, -y para evitar la duplicidad de informacion- se introduce
unicamente el fichero de entrada GAMS que resuelve el problema del ajuste local para el

modo 2 del sistema bajo estudio (anexo 2).
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Desplazamiento del g.d.I. 1, en el dominio de la frecuencia: X ()

8 I i | I | I | I
o “
>
@D
345 .
=
o
0
5_2-) 1
0- M.ﬁ —-—"/\Iﬁ z—/ﬂ\ul\ —_— ) e —— !
10 20 30 40 50

60 70 80 90
Frequency [rad/s)

10 | | I i T | 1 |
8, .0
< 10" =
0]
S T—
Z 10°F -
(=)
@
=
$10° | -
—l
10-ﬂ | | | | | | t |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Frequency [rad/s]
4 | | | | | | | |
2 =
3
<
- j__._-———_""\,\_‘_ﬁ-.... o,
- 0
QO
c
-2 - -]
-4 | | ! | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Frequency [rad/s]
2 I ] | i 1 1 | |
0 =‘-—.,\ f W i 4 e
3.0 !
>
=
4t —
ol | _
.8 | | | I | [ | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Frequency [rad/s)

Fig. 2.5 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 1, perteneciente al
Conjunto de datos n° 1; ubicacion de sensores:

e Sensor adicional: planta 1°.
e Sensor de referencia: planta 6°.
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Desplazamiento del g.d.l. 6, en el dominio de la frecuencia: X ()
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Fig. 2.6 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 6, perteneciente al
Conjunto de datos n° 1; ubicacion de sensores:

e Sensor adicional: planta 1%
e Sensor de referencia: planta 6"
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Desplazamiento del g.d.l. 2, en el dominio de la frecuencia: Xg{m)
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Fig. 2.7 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 2, perteneciente al
Conjunto de datos n° 2; ubicacion de sensores:

e Sensor adicional: planta 27
e Sensor de referencia: planta 6°.
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Desplazamiento del g.d.l. 6, en el dominio de la frecuencia: X ()
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Fig. 2.8 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 6, perteneciente al
Conjunto de datos n° 2; ubicacion de sensores:

e Sensor adicional: planta 2°.
e Sensor de referencia: planta 6°.
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Desplazamiento del g.d.l. 8, en el dominio de la frecuencia: XS(CH)
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Fig. 2.9 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 3, perteneciente al
Conjunto de datos n° 3; ubicacion de sensores (figura 2.2):
e Sensor adicional: planta 3?.

e Sensor de referencia: planta 6°.
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Desplazamiento del g.d.l. 6, en el dominio de la frecuencia: X (o)
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Fig. 2.10 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 6, perteneciente al
Conjunto de datos n° 3; ubicacién de sensores (figura 2.2):

e Sensor adicional: planta 3%
e Sensor de referencia: planta 6
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Desplazamiento del g.d.l. 4, en el dominio de la frecuencia: X ()
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Fig. 2.11 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 4, perteneciente al
Conjunto de datos n° 4; ubicacién de sensores:

e Sensor adicional: planta 4°,
e Sensor de referencia: planta 6%
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Desplazamiento del g.d.l. 8, en el dominio de la frecuencia: ){ﬁ(m)
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Fig. 2.12 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 6, perteneciente al
Conjunto de datos n° 4; ubicacion de sensores:

e Sensor adicional: planta 4.
e Sensor de referencia: planta 6°.
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Desplazamiento del g.d.l. 5, en el dominio de la frecuencia: X (w)
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Fig. 2.13 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 5, perteneciente al
Conjunto de datos n° 5; ubicacién de sensores (figura 2.1):
e Sensor adicional: planta 5°
e Sensor de referencia: planta 6°.
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Desplazamiento del g.d.l. 6, en el dominio de la frecuencia: Xa(m}
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Fig. 2.14 Desplazamiento -en el dominio de la frecuencia- para el g.d.l. 6, perteneciente al
Conjunto de datos n° 5; ubicacién de sensores (figura 2.1):
e Sensor adicional: planta 5%
e Sensor de referencia: planta 6%
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Modo n® 1

Frecuencia natural: 5.06 rad/s

Intervalo de frecuencias de calculo: 3.00 = 7.00 rad/s

Componente matriz modal [fI)] Real

Compleja

1.1
2.l
3.1
4.1
.1
6.1

0.07580879
0.15458661
0.22923621
0.29514051
0.34598707
0.37473300

-0.015709281
-0.010738051
-0.006246041
-0.001942341
0.001605441
0.003701311

Resultado producto {®, }' [M]{®,}: 1.00000000 + 0.00000000i

Modo n® 2

Frecuencia natural: 17.55 rad/s

Intervalo de frecuencias de calculo: 15.50 + 19.50 rad/s

Componente matriz modal |® | Real

Compleja

1.2
2.2
3.2
4.2
S
6.2

-0.19447772
-0.38533777
-0.44916763
-0.30673926
0.02557148
0.33790263

0.047129461
0.020757861
-0.001488391
-0.016685681
-0.010146401
0.001964211

Resultado producto {®,}' [M]{®,}: 1.00000000 + 0.00000000i
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Modo n® 3

Frecuencia natural: 28.43 rad/s

Intervalo de frecuencias de calculo: 27.50 =+ 29.50 rad/s

Componente matriz modal [tCI)]

Real

Compleja

k3
2.3
33
4.3
5.3
6.3

-0.27113921
-0.45219535
-0.29887373
0.25490507
0.35360889
-0.25037048

0.046408131
0.028533181
0.019572301
0.030555981
0.022150901
0.009573891

Resultado producto {®@, ' [M]|{®,}: 1.00000000 + 0.00000000i

Modo n® 4

Frecuencia natural: 37.16 rad/s

Intervalo de frecuencias de calculo: 35.25 + 39.25 rad/s

Componente matriz modal [CD]

Real

Compleja

1.4
2.4
3.4
4.4
5.4
6.4

0.30028143
0.439254382
-0.19313296
-0.41034995
0.36491375
-0.11587886

-0.058238961
-0.006585361
-0.016830071
-0.018430851
-0.007283181
0.004578551

Resultado producto {®,} [M|{®,}: 1.00000000 + 0.00000000i
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Modo n® 5

Frecuencia natural: 46.77 rad/s

Intervalo de frecuencias de calculo: 44.75 + 48.75 rad/s

Compﬂnente matriz modal [CD] Real Cgmpleja

1 0.47009579 | -0.124559431
2.5 0.35870002 | -0.173025431
3.5 -0.66292997 | -0.101683291
4.5 0.26979625 | -0.053983761
0D -0.10866856 | -0.073564731
0.5 0.01184509 | -0.01938049i

Resultado producto {®.}' [M|{®,}: 1.00000000 + 0.00000000i

Modo n® 6

Frecuencia natural: 68.95 rad/s

Intervalo de frecuencias de calculo: 67.00 + 71.00 rad/s

e e EE— ——— ——
e — e e — e —— ——

Cﬁmponente matriz modal [@] Real Cgmp]eja

1.6 1.24074239 | -0.104259041
2.6 -0.51574135 | -0.138434511
3.6 0.09381650 | -0.072132521
4.6 -0.01975929 | -0.060616171
5.6 -0.00420641 | -0.046976401
0.6 -0.00466698 | -0.038873261

Resultado producto {®,}' [M|{®,}: 1.00000000 + 0.00000000i
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Conclusiones generales
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A continuacién, se exponen las conclusiones generales mas destacadas, que se

pueden extraer de la exposicion efectuada en los capitulos previos. A su vez, las mismas

se pueden dividir, por una parte, en las propias de utilizar el algoritmo de identificacion

modal expuesto, y por otra, en las proporcionadas por adoptar una tipologia de medicion

en la que solo se registra la respuesta de la estructura (método multi output ).

Con respecto a las primeras, cabe destacar:

Se abre un nuevo camino para la resoluciéon -a través de métodos de
optimizacion- del problema inverso en analisis modal; a partir de la respuesta
del sistema, se puede identificar las frecuencias naturales y la matriz modal,

utilizando el Ajuste Local de la Respuesta.

Se presentan técnicas de descomposicion para trabajar con magnitudes complejas,
con la parte real e imaginaria por separado; incluso en operaciones matriciales
producto, asi como un ejemplo de las mismas para la implementacion en software

comercial de optimizacion.

permite -incluso midiendo Unicamente la respuesta- la determinacion de los
modos de vibracion normalizados respecto de la matriz de masa en la situacion

general de amortiguamiento estructural; es decir la obtencion de la matriz modal

|@], solucionando de esta forma el problema inverso, desde las mediciones

experimentales del modelo de respuesta, hasta el modelo modal (o, , [CIJ])
Frente a otros procedimientos, que solo alcanzan a la determinacion de valores
proporcionales de la respuesta, entre cada uno de los grados de libertad

considerados, que componen cada uno de los modos de vibracion (matriz ).

Da una primera estimacién de cada modo de interés muy rapida (tiempo de
calculo en ordenador), a partir de medidas Unicamente de la respuesta en unos

pocos grados de libertad.
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e Esapto para amortiguamiento estructural o histerético.

e A su vez, el rango de medida puede ser también muy limitado, en las

proximidades de una frecuencia o modo de vibracion de interes.

e A pesar de que la estimacion de parametros es local (frecuencias naturales, y

matriz modal o, [tIi]). Es posible obtener un conjunto de soluciones unico y

consistente de estas propiedades procesando toda la informacion, correspondiente
a cada modo de vibracion, simultaneamente. En principio, esto es preferible a las
formas de promediado de los resultados de varios analisis independientes de -por

ejemplo- una coleccion de funciones de respuesta en frecuencia.

y finalmente, con respeto a las segundas:

e El ensayo consume menos tiempo y es mucho mas econdmico, ya que el equipo

para excitar la estructura no es necesario.
e FEl ensayo no interrumpe la operacion de la estructura.

e Permite realizar andlisis dindmicos de grandes estructuras con equipos muy
limitados, en los que el numero de canales de captacion es mucho menor que el
numero de grados de libertad con los que se desea definir el movimiento de la

estructura; manteniendo uno o varios sensores fijos (de referencia) en todas las

mediciones.

e Larespuesta medida es representativa de las condiciones reales de operacion de la

estructura.
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Modelo espacial del ejemplo 2.1
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ANEXO 2

Fichero de entrada GAMS
para el ejemplo 2.1
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Fichero de entrada GAMS para el ejemplo 2.1

$title Estimacion directa / amortiguamiento estructural 6 g.d.1.;

file out / ed6 Scrii.out/;
*file out / C:\Luis Manuel\gams_side\est dir\ed6\ed6 Scrfi.out/;

put out,

sets
j indice de filas y columnas / 1%6/

cd indice de conjuntos de datos / 1*5/

1 indice de datos [ 63A*T79A, 63B*79B, 63C*79C, 63D*79D, 63E*79E /
r indice de modos considerados / 5*5/ ;

alias(j,k);

alias(r,s);

*parameter d(1) valores de omega para los que se intro. datos

o

al 0

"2 0.25
53 0.5

*4 0.75
e 1

*6 1.25
*1 1.5
*359 89.5
*360 89.75
*361 90




Fichero de entrada GAMS para el ejemplo 2.1

table d R(i,j,cd) matriz de datos (parte real)

63E
64LE
6JE
66
67E
68E
69E
70E
T1E
12E
73E
74E
el &)
76E
TTE
718E
T9E

63D
64D
65D
66D
67D
68D
69D
70D
71D
72D

3.9
-0.14786514931132
-0.14553523090377
-0.14379094098160
-0.14269701175985
-0.14226108224159
-0.14213207792135
-0.14015234115411
-0.12557069093733
-0.06954827529884
-0.02301576601587
-0.03398245121393
-0.04962637423316
-0.05958901734912
-0.06556213512978
-0.069191785813438
-0.07142956328917
-0.07281287934535

4.4
0.11692290186841
0.15330268222133
0.19839452199939
0.25608638639794
0.33221925237211
0.43423944248796
0.56099066963788
0.62060360902585
0.13093188150269
-0.71275469264112

0.5
-0.35045711481226
-0.37345802454444
-0.40427129733449
-0.44606080846847
-0.50347111728019
-0.58196338205355
-0.67783715153468
-0.70421144729025
-0.24059415752416
0.49230073403210
0.57205531378821
0.45984709765294
0.35846793828488
0.28456475665885
0.23122633510213
0.19187074013805
0.16208084792434

6.4
-0.43807139351533
-0.46682253068055
-0.50533912166811
-0.55757601058558
-0.62933889660023
-0.72745422756694
-0.84729643941835
-0.88026430911281
-0.30074269690519

0.61537591754013
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73D
74D
75D
76D
77D
78D
79D

63C
64C
65C
66C
67C
638C
69C
70C
T1E
72C
73C
74C
75C
76C
T7C
78C
199G

63B
648
658

-0.82811803841598
-0.70972266931147
-0.59582515001723
-0.51008257073688
-0.44645540004053
-0.39819634106316
-0.36061107898421

3.3
0.35999494323384
0.41996053182638
0.49493966995451
0.59135809761514
0.71864576955551
0.88797765025386
1.09250299040124
1.15960063068223
0.24732399565024
-1.21213815247431
-1.36756502870519
-1.13657802928367
-0.92618605579351
-0.77047279801459
-0.65589632278194
-0.56939095769331
-0.50215359986308

2.2
0.43744076431732
0.49547534848921
0.56787392695509

0.71506914223526
0.57480887206617
0.44808492285610
0.35570594582356
0.28903291887767
0.23983842517256
0.20260105990542

6.3
-0.52568567221839
-0.56018703681666
-0.60640694600173
-0.66909121270270
-0.75520667592028
-0.87294507308032
-1.01675572730202
-1.05631717093537
-0.36089123628623

0.73845110104815
0.85808297068231
0.68977064647941
0.53770190742732
0.42684713498827
0.34683950265320
0.28780611020707
0.24312127188651

6.2
-0.61329995092146
-0.65355154295277
-0.70747477033535
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66B
67B
68B
69B
70B
718
72B
738
748
758
768
B
78B
798

63A
04A
65A
60A
67A
68A
69A
70A
T1A
T2A
73A
T4A
T5A
T6A
TTA

0.66054249925476
0.78184338180931
0.94052947948534
L12375351938111
1.14554584262110
0.17373448516132
-1.24964205191393
-1.34371044192056
-1.08343850483882
-0.85971802603558
-0.69713291266141
-0.57852469118363
-0.48936288446557
-0.42018438632708

1.1
0.29976261093476
0.33210044519585
0.37193430132886
0.42199167342749
0.48561124393097
0.56423740752732
0.64074869408719
0.58268891198246
-0.09346500268567
-0.89018008795432
-0.85036133390797
-0.64859036780437
-0.49388246769683
-0.38605154822660
-0.30913096259547

-0.78060641481982
-0.88107445524033
-1.01843591859371
-1.18621501518569
-1.23237003275793
-0.42103977566727
0.86152628455618
1.00109679912936
0.80473242089264
0.62731889199854
0.49798832415298
0.40464608642873
0.33577379524159
0.28364148386759

6.1
-0.70091422962452
-0.74691604908888
-0.80854259466897
-0.89212161693693
-1.00694223456038
-1.16392676410710
-1.35567430306936
-1.40842289458050

-0.48118831504831
0.98460146806420
1.14411062757641
0.91969419530588
0.71693587656976
0.56912951331770
0.46245267020427
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78A
T9A

?

-0.25211061075905
-0.20828319228155

0.38374148027610
0.32416169584868

table d 1(i,j,cd) matriz de datos (parte imag)

63k
64LE
65E
66E
67E
68k
69E
70E
71E
T2E
13E
74E
fich o)
76E
1te
78E
79E

63D
64D
65D
66D
67D
68D

J:id
0.01412767112901
0.01614208975415
0.01888024292472
0.02277970332005
0.02867060033736
0.03824703020010
0.05506031617957
0.08407737556839
0.10357647518970
0.05421745510588
0.01374197568508
0.00020522527874
-0.00388375447095
-0.00499044939816
-0.00508034526202
-0.00480711622241
-0.00440987958656

4.4
-0.03852696428480
-0.05103461647792
-0.06962903382064
-0.09886921794964
-0.14828616985985
-0.23990578097732

0.5
0.05059148121400
0.06310125484154
0.08138035743412
0.10961661747993
0.15645620920798
0.24159197915576
0.41398733969600
0.78348165934432
1.27478738695017
0.98914399280971
0.49078484589559
0.25258495845107

0.14518708302598
0.09125393185202
0.06120897906050
0.04304077199693
0.03133129368785

6.4
0.06323935151750
0.07887656855193
0.10172544679265
0.13702077184992
0.19557026150998
0.30198997394470
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69D
70D
71D
72D
73D
74D
75D
76D
77D
78D
79D

63C
04C
65C
66C
67C
03C
69C
70C
71C
1206
13C
74C
75C
76C
171€
78C
19C

-0.42955973222075
-0.84734074172058
-1.43366896923485
-1.15426724996399
-0.59303986853794
-0.31543173750574
-0.18703944318584
-0.12106086685248
-0.08348082248196
-0.06025207741104
-0.04494863884875

3.3
-0.09144157337042
-0.11631275525811
-0.15264996717720
-0.20879731118362
-0.30200252478325
-0.47160386202464
-0.81559120133084
-1.55460545278222
-2.54242354656057
-1.97876840151212
-0.98276084624357
-0.50520364855667
-0.28943483330674
-0.18091529994194
-0.12040567146530
-0.08380912640737
-0.06024178604379

0.51748417462000
0.97935207418040
1.59348423368771
1.23642999101214
0.61348105736949
0.31573119806384
0.181483853782438
0.11406741481503
0.07651122382562
0.05380096499616
0.03916411710981

6.3
0.07588722182100
0.09465188226231
0.12207053615118
0.16442492621990
0.23468431381198
0.36238796873365
0.62098100954400
1.17522248901648
1.91218108042525
1.48371598921457
0.73617726884339
0.37887743767661
0.21778062453897
0.13688089777803
0.09181346859074
0.06456115799539
0.04699694053177
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63B
648
65B
668
67B
638
09B
70B
71B
72B
738
748
758
768
778
78B
798

63A
64 A
65A
06A
67A
68A
69A
70A
71A
T2A
73A

22
-0.12098045469500
-0.14945550837687
-0.19031542410253
-0.25228962599288
-0.35318659212238
-0.53299079057882
-0.88917726125650
-1.63159918592356
-2.56260493222774
-1.91013961111790
-0.90562742546177
-0.44274139794541
-0.24013934844857
-0.14134517478334
-0.08800713232942
-0.05685281095084
-0.03754892954674

1.1
-0.12138687948651
-0.14415828027338
-0.17579253858446
-0.22212818237081
-0.29472212071503
-0.41855982489195
-0.65126768661779
-1.10170203143598
-1.57057291387437
-1.03988882961199
-0.42431685080736

6.2
0.08853509212450
0.11042719597270
0.14241562550971
0.19182908058988
0.27379836611397
0.422785963522359
0.72447784446800
1.37109290385256
2.23087792716279
1.73100198741700
0.85887348031729
0.44202367728938
0.25407739529547
0.15969438074104
0.10711571335587
0.07532135099463
0.05482976395374

0.1
0.10118296242799
0.12620250968308
0.16276071486825
0.21923323495987
0.31291241841597
0.483183958311353
0.82797467939200
1.56696331868863
2.54957477390033
1.97828798561942
0.98156969179118
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T4A
75A
T6A
TTA
T8A
T9A

variable

X real(j,1,cd)
X imag(},1,cd)
gamma R(r,1,cd)

gamma I(r,1,cd)

-0.16984912272934
-0.06904803737077
-0.02506381328530
-0.00430903601341
0.00587338514084
0.01081394866791

0.50516991690215
0.29037416605196
0.18250786370404
0.12241795812099
0.08608154399386
0.06266258737570

parte real (desplaz. en el pto. j)
parte imaginaria (desplaz. en el pto. j)

coef. participacion modal para modo r a la frec. 1 (parte real)

coef. participacion modal para modo r a la frec. 1 (parte imag.)

FI R(,r)
FI I(,r)
aux R(k,r)
aux I(k,r)
[ R(r,r)

[ I(r,r)
cr R

cr |

Z

positive variable

epsi R(1,],¢d)
epsi_I(1,),cd)
epsiFl R(r,1.k)
epsikl I(r,j,k)
epsild R(r,r)
epsild I(r,r)

m R(k,))

componente j del modo r (parte real)

componente j del modo r (parte imag)

matriz aux. para el cal. de la matriz identidad (parte real)
matriz aux. para el cal. de la matriz identidad (parte imag.)
matriz identidad calculada (parte real)

matriz identidad calculada (parte imag.)

complemento residual (parte real)

complemento residual (parte compleja)

objetivo;

error asociado con dato i (real) para desplaz. en pto. |
error asociado con dato 1 (imag) para desplaz. en pto. |
error en el ajuste de FI (parte real)

error en el ajuste de FI (parte imag.)

error en el ajuste de la matriz identidad (parte real)
error en el ajuste de la matriz identidad (parte imag.)

matriz de masa concentrada (parte real);
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m R.fx('1",'1")=0.5;
m_R.fx(2','2")=1;
m_R.i{x('3','3")=1.5;
m_ R.{x('4','4")=2;
m_ R.1x('5.,'3")=2.5;
m_ R.£x('6','6")=3;

m_R.fx(k,j)$( ord(k) ne ord(j) )=0 ;

* Todas las masas que no son de la diagonal principal se fijan a cero.

cr R.up=0.005;
cr R.lo=-0.005;
cr_Lup= 0.005;
cr I.lo=-0.005;

free variable z;

equations

* Estimaciones del desplaz. en el g.d.l. j a la frecuencia i
eq X real(j,,,cd)  eq. estimacion del desplaz. (parte real)
eq X 1mag(j,i,cd) eq. estimacion del desplaz. (parte imag.)

* Ecu. ajuste datos para cada g.d.l.
X R(j.1,cd) eq. ajuste desplaz. (parte real) para la muestra i
X R ad(j,i,cd) eq. ajuste desplaz. (parte real) para la muestra i (adicional)

X 1(3,1,cd) eq. ajuste desplaz. (parte imag.) para la muestra i

X I ad(j,1,cd) eq. ajuste desplaz. (parte imag.) para la muestra i (adicional)

* Ecu. producto de matrices: FIt m FI = Id
eq aux R(k,r) cal. de m.FI (parte real)
eq aux I(k,r) cal. de m.FI (parte imag.)
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eq I R(r,r) cal. de Flt.aux (parte real)
eq I I(r,r) cal. de Flt.aux (parte imag.)

* Ecu. ajuste matriz identidad
Id R(r,r) ajuste matriz Id (parte real)
Id R ad(r,r)
[d I(r,r) ajuste matriz Id (parte compleja)
[d T ad(r,r)
ob] oby;
* Estimaciones del desplaz. en el g.d.l. j a la frecuencia 1
eq X real(j,1,cd)$( (ord(j) eq ord(cd)) or (ord(j) eq card(j)) ).. X real(j,i,cd) =e=
sum(r, gamma R(r,1,cd) * FI R(},r) ) - sum(r, gamma I(r,1,cd) * FI I(],r) );
eq X imag(j,i,cd)$( (ord(j) eq ord(cd)) or (ord(j) eq card(j)) ).. X imag(j,i,cd) =e=
sum(r, gamma R(r,i,cd) * FI I(j,r) ) + sum(r, gamma I(r,i,cd) * FI R(j,r));
* Ecu. ajuste datos para cada g.d.l.
X R(.1,ed)$( (ord(j) eq ord(cd)) or (ord(j) eq card(})) )..
(X real(j,i,cd) +cr R)-d R(i,j,cd) == epsi R(i,j,cd);

X R ad(j,i,cd)$( (ord(j) eq ord(cd)) or (ord(j) eq card(j)) )..

d R(i,j,cd) - (X real(j,i,cd) +cr R) == epsi_R(1,j,cd);
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X _1(,1,ed)$( (ord(j) eq ord(cd)) or (ord(j) eq card(j)) )..

(X _1mag(j,i,cd) +cr I)-d I(i,5,cd) =l=epsi I(i,j,cd);

X I ad(j,i,cd)$( (ord(j) eq ord(cd)) or (ord(j) eq card(j)) )..

d I(ij,cd) - (X_imag(j,i,cd) + cr I)=I=epsi I(ij,cd):

* Ecu. producto de matrices: FIt m FI = Id

eq aux R(k,r).. aux R(k,r) =e= sum(j, m R(k,j)*FI R(.,r));

eq aux_I(k,r).. aux I(k,r) =e= sum(j, m R(k,))*FI IG,r));

eq I R(1,s).. I R(r,s) =e= sum(j, FI R(j,r)*aux R(j,s) ) - sum( j, FI_I(j,r)*aux I(j,s) ) ;

eq I I(r,s).. I I(r,s) =e= sum(j, FI _R(j,r)*aux I(,s) ) + sum( j, FI I(,r)*aux R(,s) ) ;

* Ecu. ajuste matriz identidad

[d R(1,8).. I R(1,s)-epsild R(r,s) =l= 1$(ord(r) eq ord(s));

[d R ad(r,s).. I R(r,s)+epsild R(r,s) =g= 1$(ord(r) eq ord(s));

Id I(r,s).. I I(r,s) - epsild I(r,s) =1=0;

Id I ad(r,s).. I I(r,s) + epsild I(r,s) =g= 0;
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obj.. z =e= sum( (i,j,cd), epsi_R(i,j,cd) ) + sum( (1,),cd) ,epst_I(1,),cd) )

+ sum( (r,8), epsild R(r,s)) -+ sum( (1,s), epsild I(r,s)) ;

model ed ¢/ all /;
* camma R.I(r,i,cd)=1;
* gamma L.I(r,1,cd)=1;

FI R.1G,r)=1;

FI LI(1,r)=1;

Id R.A(r,r)=1;

cr R.1=-0.0025;

cr [.1I=-0.0025;
Option iterlim=1e8;
Option reslim=1e10;
solve ed ¢ using nlp minimizing z;

display FI R.I, FI L1, cr R.I, er L1, z1;

¢ sk ok s sk s s sk o s sk e of e e sk R R OR R R R ok R Rk R Rk OUT S ok o ok ok sfeook ok AR ok R Sl R S R Sk sl R o ok R sk e s ok sk R R sk e R

put "modelstat=",ed c.modelstat,"  solvestat=",ed c.solvestat/;

put "tiempo de resolucion [horas]=",(ed c.resusd/60/60) /;
put "z=",z.1:12:10/;

put
1 .
loop( r, put"Modo ",r.tl:2:0/
put /;
loop( j, put j.t1:1:0"."r.t1:1:0, FI_R.1(,r):12:8, FI_I.1(G,r):12:8"1"/;
);
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put /;
put /;

put
1" H/;
loop( r,put "Componente " ,r.tl:1:0,".",r.tl:1:0" del producto FIt.m.FI"/;

put /;
loop( s,
put r.tl:1:0"."s.tl:1:0, Id R.I(r,s):12:8, Id L.I(r,s):12:8" ";

put
" "/;

put "Complementos residuales"/;

put /;
put "Real" cr R.1:12:8," Imag" cr 1.1:12:8/;




[



ANEXO 3

Solucion del modelo espacial
-problema directo- del ejemplo 2.1
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1. CALCULO DE AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

1.1. Matrices [m] y [K]

m =
0.5000 0 0 0 0 0
0 1.0000 0 0 0 0
0 0 1.5000 0 0 0
0 0 0 2.0000 0 0
0 0 0 0 2.5000 0
0 0 0 0 0 3.0000
k =
[.0e+003 *
2.0000 + 0.30001 -1.0000 0 0 0 0
-1.0000 2.0000 -1.0000 0 0 0
0 -1.0000 2.0000 -1.0000 0 0
0 0 -1.0000 2.0000 -1.0000 0
0 0 0 -1.0000 2.0000 -1.0000
0 0 0 0 -1.0000 1.0000

Sistema con amortiguamiento histerético.

1.2. Calculo de autovalores y autovectores

psl =

0.9887 + 0.0113i 0.8224 - 0.11751 0.7151 - 0.13621 0.5954 - 0.11761 0.4162 -0.11991 0.1779 - 0.01411
-0.3739 + 0.06641 0.7762 + 0.11011 0.9750 + 0.02501 0.9839 -0.01611 0.8036 - 0.0992i 0.3577 +0.02521
0.0715 - 0.0233i -0.9601 + 0.0399% -0.1113 +0.1213i 0.5762 + 0.0748i 0.9419 - 0.05811 0.5284 + 0.0632i
-0.0091 + 0.00431 0.4588 - 0.0556i -0.9613 - 0.02861 -0.5279 + 0.0543i 0.6438 - 0.00811 0.6790 + 0.0974i
0.0009 - 0.00051 -0.1380 + 0.0249i 0.8430 - 0.03961 -0.7755 - 0.0288i -0.0514 + 0.0305i 0.7950 + 0.1242i
-0.0001 + 0.00001 0.0246 - 0.0054i -0.2675 + 0.0206i 0.5433 - 0.00721 -0.7060 + 0.0472i 0.8605 + 0.13951
lambda 2 =
1.0e+003 *
4,7546 + 0.4571i 0 0 0 0 0
0 2.1878 + 0.0733i 0 0 0 0
0 0 1.3815 +0.0312i 0 0 0
0 0 0 0.8088 + 0.0240i 0 0
0 0 0 0 0.3082 + 0.0127i 0
0 0 0 0 0 0.0257 + 0.0018i

Se puede hacer un calculo alternativo para los autovalores:

lambda 2=inv(m)*(k)
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lambda 2 =
1.0e+003 *
4.0000 + 0.60001 -2.0000 0 0 0 0
-1.0000 2.0000 -1.0000 0 0 0
0 -0.6667 1.3333 -0.6667 0 0
0 0 -0.5000 1.0000 -0.5000 0
0 0 0 -0.4000 0.8000 -0.4000
0 0 0 0 -0.3333 0.3333

lambda 2=eig(lambda 2,eye(gdl))
lambda 2 =
1.0e+003 *

4.7546 + 0.4571i
2.1878 +0.0733i
1.3815 +0.0312i
0.8088 + 0.0240i
0.3082 + 0.0127i
0.0257 + 0.0018i

2. CALCULO DE LAS MATRICES MODALES (NORMALIZADAS) [M] y [K]

M=psl. *m*psi
M =

0.6311 -0.04371

0.0000 + 0.0000i

0.0000 + 0.0000i

2.7647 - 0.1605i

-0.0000 + 0.0000i

0.0000 - 0.0000i

-0.0000 - 0.00001

0.0000 - 0.00001

-0.0000 - 0.00001

-0.0000 - 0.00001

-0.0000 + 0.0000i 0.0000 - 0.0000i 5.0255 - 0.1792i 0.0000 + 0.0000i -0.0000 + 0.0000i
-0.0000 - 0.0000i 0.0000 - 0.0000; 0.0000 + 0.0000i 4.5658 + 0.00151 -0.0000 + 0.0000i
-0.0000 - 0.00001 -0.0000 - 0.00001 -0.0000 + 0.00001 -0.0000 + 0.0000i 4.3630 - 0.6020i
0.0000 - 0.00001 -0.0000 - 0.00001 -0.0000 + 0.00001 -0,0000 + 0.0000i 0.0000 - 0.0000i
K=ps1. *k*psi
K=
[.0e+003 *
3.0205 + 0.08081 0.0000 + 0.00001 -0.0000 + 0.00001 0.0000 - 0.00001 -0.0000 - 0.00001

0.0000 + 0.00001 6.0603 - 0.14841 0.0000 - 0.00001 0.0000 - 0.0000i 0.0000 - 0.00001
-0.0000 + 0.0000i 0.0000 - 0.00001 6.9485 - 0.0910i 0.0000 + 0.0000i -0.0000 + 0.0000i
-0.0000 - 0.00001 0.0000 - 0.00001 0.0000 + 0.0000i 3.6929 + 0.1106i -0.0000 + 0.00001
-0.0000 - 0.00001 0.0000 - 0.00001 -0.0000 + 0.0000i -0.0000 + 0.0000i 1.3523 - 0.13001
0.0000 - 0.0000i -0.0000 + 0.00001 0.0000 + 0.00001 -0.0000 + 0.0000i 0.0000 - 0.0000:i

0.0000 - 0.00001
-0.0000 - 0.0000i
-0.0000 + 0.0000i
-0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.00001

5.1631 + 1.5944i

0.0000 - 0.00001
-0.0000 + 0.0000i
0.0000 + 0.0000i
-0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.0000i

0.1297 + 0.05011
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2.1. Calculo de la matriz Fl

Fl =

1.2419 + 0.05711

0.4961 - 0.0562i

0.3199 - 0.05511

0.2787 - 0.05511

0.2018 - 0.04341

0.0748 - 0.01741

-0.4727 + 0.06721 0.4643 + 0.07971 0.4345 + 0.0189i 0.4605 - 0.00761 0.3852 - 0.02091 0.1538 - 0.0122)
0.0909 - 0.02621 -0.5774 + 0.0072i -0.0506 + 0.0532i 0.2697 + 0.03501 0.4497 + 0.003 11 0.2288 - 0.0070i
-0.0116 + 0.00501 0.2766 - 0.02541 -0.4284 - 0.0204i -0.2470 + 0.02541 0.3063 + 0.0172i 0.2951 - 0.00211

0.0011 - 0.00061

-0.0001 + 0.00011

Célculo del modulo y la fase de FI:

modulo=abs(FI)

-0.0833 + 0.0125i

0.0149 - 0.00281

0.3762 - 0.01101

-0.1194 + 0.0070i

-0.3629 - 0.01341

0.2542 - 0.0034i

-0.0254 + 0.01281

-0.3372 - 0.00061

0.3461 + 0.0018i

0.3750 + 0.004 11

modulo =

1.2432 0.4992 0.3246 0.2840 0.2064 0.0768

04774 04711 0.4349 0.4605 0.3858 0.1543

0.0946 0.5775 0.0734 0.2719 0.4497 0.2289

0.0127 02777 0.4288 0.2484 0.3068 0.2951

0.0013 0.0843 0.3764 0.3632 0.0285 0.3461

0.0001 0.0151 0.1196 0.2543 0.3372 0.3750

fase=angle(FI).*180/pi

fase =
2.6328 -6.4677 -9.7652 -11.1776 -12.1460 -13.1094
171.9071 9.7370 2.4915 -0.9453 -3.1073 -4.5493
-16.0887 179.2836 133.5568 7.3909 0.4012 -1.7566
156.7877 -5.2468 -177.2748 174.1230 3.2093 -0.4147
-29.8991 171.4400 -1.6701 -177.8820 153.2570 0.3002
144.1988 -10.8250 176.6276 -0.7661 -179.8978  0.6292

Comprobacion:

FI. *m*FI

1.0000 + 0.00001 0.0000 + 0.0000 -0.0000 + 0.0000i 0.0000 - 0.00001 0.0000 - 0.00001 0.0000 - 0.00001

0.0000 + 0.0000i
-0.0000 - 0.0000i
0.0000 - 0.00001i
0.0000 - 0.00001

0.0000 - 0.0000i

1.0000 + 0.0000i
0.0000 - 0.00001
0.0000 - 0.00001
0.0000 - 0.00001

-0.0000 + 0.0000i

0.0000 - 0.00001

1.0000 - 0.00001

0.0000 + 0.0000i

-0.0000 + 0.00001

0.0000 + 0.0000i

0.0000 - 0.0000i

0.0000 + 0.0000i
1.0000 - 0.0000i

-0.0000 + 0.00001

-0.0000 + 0.0000i

0.0000 - 0.0000i

-0.0000 + 0.00001

-0.0000 + 0.00001
1.0000 + 0.00001

0.0000 - 0.00001

-0.0000 + 0.0000i

0.0000 + 0.00001
-0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.00001

1.0000 + 0.0000i
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F1.“*K*Fl
1.0e+003 *
4.7546 + 0.4571i
0.0000 + 0.0000i
-0.0000 - 0.0000i
0.0000 - 0.0000i

-0.0000 - 0.00001

0.0000 - 0.0000i

0.0000 + 0.0000i
2.1878 + 0.0733i
0.0000 - 0.00001
0.0000 - 0.0000i
0.0000 - 0.00001

-0.0000 + 0.0000i

-0.0000 - 0.00001
0.0000 - 0.00001
1.3815 +0.0312i
0.0000 + 0.0000i

-0.0000 + 0.0000i

0.0000 + 0.0000i

0.0000 - 0.00001
0.0000 - 0.0000i
0.0000 + 0.00001
0.8088 + 0.0240i
-0.0000 + 0.00001

-0.0000 + 0.00001

3. CALCULO DE LOS VALORES DE OMEGA Y ETA

primero se calculan los valores de omega n

omega n =

68.9539
46.7739
37.1690
28.4398
17.5557
5.0667

0.0000 - 0.0000i
0.0000 - 0.0000i
-0.0000 + 0.0000i
-0.0000 + 0.0000i
0.3082 +0.0127

0.0000 - 0.0000i

y después se calcula el valor de los factores de perdida por amortiguamiento (eta)

eta=

0.0961
0.0335
0.0225
0.0296
0.0413
0.0688

0.0000 - 0.00001
-0.0000 + 0.00001
0.0000 + 0.0000i
-0.0000 + 0.0000i
0.0000 - 0.0000i

0.0257 + 0.0018i
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