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Resumen La caracterizacion de acuiferos es un proble-
ma fundamental en Geohidrologia. El problema consis-
te en estimar los pardmetros fenomenolédgicos a partir
de datos de alturas piezométricas. Los datos de campo
son obtenidos en pozos de observacion los cuales son
pocos y dispersos en el acuifero. En este trabajo propo-
nemos una solucién al problema de estimacion en dos
partes. Primero utilizamos un método de interpolacion
con funciones de base radial para generar datos sufi-
cientes de alturas piezométricas, después aplicamos el
método del sistema diferencial para la estimacién de
parametros. Mostramos la aplicabilidad del método en
una caracterizacién del acuifero Silao-Romita en Gua-
najuato México.

RBF INTERPOLATION AND THE
DIFFERENTIAL SYSTEM METHOD
FOR PARAMETER IDENTIFICATION
IN AQUIFERS

Summary Aquifer characterization is an important pro-
blem in Geohidrology. The problem consits in estima-
ting phenomenological parameters given piezometric da-
ta. In general field data is obtained in observation we-
lls, which are few and scattered in the aquifer. In this
work we propose a solution to the problem of parameter
estimation in two parts. First we use an interpolation
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technique by means of radial basis functions to gene-
rate sufficient piezometric data, then we apply the Dif-
ferential System method for parameter estimation. To
illustrate the method, we show a characterization of the
Silao-Romita aquifer located in Guanajuato Mexico.

1. Introduccién

El flujo en un acuifero fredtico e isotrépico se pude
modelar con la ecuacién en derivadas parciales:

9] oh 0 oh
— | Kh— — | Kh—
O ( 396) "oy ( 32/)
donde h(z,y,t) es la elevacién de la superficie libre
del acuifero (altura piezométrica, potencial hidrdulico),
f(z,y,t) es el término fuente representando flujo verti-
cal, positivo en direccién hacia abajo. La conductividad

hidrdulica, K(x,y), y la porosidad efectiva, n.(z,y) son
los parametros fenomenolégicos del modelo.

oh
= nea - f (1)

Si K(x,y) y ne(x,y), son conocidos, el problema di-
recto consiste en resolver la ecuacién diferencial parcial
(1) para h, sujeta a condiciones iniciales y de frontera
apropiadas. En este trabajo consideramos el siguiente
problema inverso: dadas p condiciones de flujo para los
tiempos t;, i = 1,2,...p, determinar los pardmetros
del modelo K(z,y) y ne(x,y). Para t fija, una condi-
ci6n de flujo es un conjunto de datos h(xm,,yn,t), ¥
f@myyn,t), m=1,2,,...M, n=1,2,...N.

Una dificultad inherente en el problema inverso es
que en la practica los datos de condiciones de flujo son
pocos y dispersos en el acuifero. Con el fin de generar
datos suficientes se puede utilizar un método de inter-
polacién. En este trabajo utilizaremos la técnica de in-
terpolacién con funciones de base radial (RBF por sus
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siglas en inglés). Esta técnica ha cobrado gran impor-
tancia, no solo en interpolacién sino en solucién numeéri-
ca de EDP como base para métodos libres de malla.
Como método de interpolacién se obtienen resultados
muy satisfactorios ademds existe una teoria sélida de
aproximacién, ver Wendland [9].

Para el caso de un acuifero freatico, en Moreles et
al. [6], se desarrolla un método directo para determinar
la conductividad hidrdulica K y la porosidad efectiva
7e, cuando el potencial y término fuente se conocen en
diferentes condiciones de flujo, al menos una de ellas
transitoria. El método consiste esencialmente en escri-
bir la ecuacién para cada condiciéon de flujo, formando
de las ecuaciones una ecuacion diferencial parcial de pri-
mer orden en K y como un sistema algebraico en 7.. De
ahi el nombre del Método del Sistema Diferencial (DS
por sus siglas en inglés). El método DS se ha aplicado
con éxito también en acuiferos confinados, ver Parravi-
cini et al. [7] para el caso estacionario, y Véazquez et al.
[8] para el caso transitorio. Una debilidad del método
DS es que requiere una gran cantidad de datos, en este
trabajo proponemos un método para de corregir esta
debilidad. Nos referiremos al método como RBF-DS.
Mostramos su aplicabilidad con una caracterizacién del
acuifero Silao-Romita en Guanajuato México.

El contenido del trabajo es como sigue.

En la Seccién 2 describimos el método de interpo-
lacién utilizando la funcién multicuadrica, los aspectos
principales del método DS y finalmente el método RBF-
DS para estimacion de parametros en acuiferos. En la
Seccion 3 desarrollamos la aplicacién principal de este
trabajo, una caracterizacién del acuifero Silao-Romita
con datos de la Comisién Estatal del Agua del estado
de Guanajuato México. Concluimos la exposicién con
comentarios finales y perspectivas futuras.

2. El método RBF-DS
2.1. Interpolacién con funciones de base radial

La teoria de interpolacion con RBF esta muy es-
tablecida. En este parrafo solo introduciremos los ele-
mentos basicos para nuestra aplicacién. Basamos nues-
tra exposicién en Wendland [9], donde se presenta un
estudio muy completo sobre el tema.

Una funcién ¢ : R — R es radial si existe ¢ :
RT U {0} — R tal que

o(x) = ¢(||x]|), para todo x € R%.

Ademis ¢ se dice que es condicionalmente positiva
definida de orden k (CPD-k) sobre R? si

ZZCZ'CJ'QO(XZ' -x%;)>0 (2)

i=1 j=1

para cualquier conjunto de n puntos distintos x1, ..., T, €
R y ¢ =[c1,...,ca]T € R™ que satisface

et =0, €l <k

i=1
La funcién ¢ es condicionalmente positivo-definida
estricta de orden k sobre R? si para ¢ # 0 se cumple la
igualdad estricta en (2).
Un interpolador con RBF condicionalmente positi-
vas definidas de orden k es de la forma

s(x) = _mio(lx —xl) + D mix. 3)
j=1

[l|<k

Aqui, [ es un multi-indice. En esta notacién
=311,

A S In
X =aixd -z

Un ejemplo de una funcién condicionalmente positiva-
definida estricta de orden 1 es la funcién multicuddrica,
definida por

o) = Vit

donde € es el parametro de forma. La determinacién del
parametro de forma € en aplicaciones es heuristica.

Siguiendo la practica en aplicaciones hidrolégicas,
ver por ejemplo Borga & Vizzaccaro [1], utilizaremos la
funcién multicuddrica como funciéon de interpolacién.
En consecuencia utilizaremos el interpolador

5(x) Zan¢(||X—Xj||)+ﬁ- (4)

De las condiciones
s(x;) = y;, para todo i = 1,...,n,

obtenemos un sistema lineal para los coeficientes n; 3
de la forma

ol [3-2) ®

donde

o1 P12 - Pin T Y1
P21 P22 - Pan T2 Y2

¢n1 ¢n2 e ¢nn Tn Yn
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y ¢ii = ¢(]|xi —x;]|). , 1 es un vector de unos de ta-
manon x 1.,i=1,....n, 8.

Comentario. La implantaciéon numérica de los siste-
mas de interpolacién con RBF es aparentemente senci-
lla, pero los sistemas obtenidos son en general mal con-
dicionados y hay que precondicionarlos adecuadamente
para aproximar correctamente la solucién. La ventaja
principal es que atin con pocos datos se obtienen resul-
tados muy satisfactorios.

2.2.  El método DS

Enseguida describimos el método DS con referencia
explicita a un acuifero fretico e isotrépico descrito por
la ecuacién (1). Aqui solo mostramos los pasos principa-
les, los detalles de la implantacién numérica se pueden
consultar en Moreles et al. [6].

Supongamos que el término fuente f(z,y,t;), el po-
tencial h(z,y,t;) y su derivada con respecto al tiempo
Oh(z,y,t;)/0t se conocen como funciones del espacio en
p tiempos distintos. Un conjunto de datos esta dado por
esas funciones, es decir p conjuntos de datos se suponen
conocidos.

Introducimos la notacién:

fi = f($7yat’i)

h' = h(xv Y, ti)

Oh' /Ot = h(x,y,t;)/0t

la ecuacién (1) se escribe como

0 . Oh' 5} . Oh! Oh! ,
= (KK Z (KK = Ne— — i
3m< ham>+8y< hay) ey 1

Desarrollando las derivadas obtenemos después de
simplificar

JOhPOK  ORPOK Rt . :
Woowar ey ey e T TAME T
donde
N 2 AT A
Aht = h* AR’
(a) (%)
Definamos

oK oK ) (6)

u:(ul,ug,ug) = (axa By

y los vectores z, f con componentes AR? vy fi respecti-
vamente.

Si suponemos que la conductividad K es conocida,
tenemos para (x,y) fijo el siguiente sistema lineal

Au=-Kz+f (7)

Si Rango(A) = 3 entonces el sistema (7) tiene una
unica solucién en el sentido de minimos cuadrados y
esta dada por

u=-Ka+b (8)

Donde las funciones vectoriales a y b son soluciones
de los sistemas:

Aa=1z

)
Ab=f

Ahora escribiendo la ecuacién (8) recordando la defi-
nicién (6) y escribiendo la dependencia en (z,y) explici-
tamente, obtenemos el siguiente sistema para las dos
componentes de u

oK
u = — = —Kay + b,
Ox (10)
10
oK
U = — :—Ka2+b2
Ay
y la ecuacién siguiente para la tercer componente
Uz = Ne = —Ka3+b3 (11)

El segundo paso en la identificacién de parametros
consiste en considerar las ecuacién en (10) como un
sistema diferencial de primer orden en K.

Para resolver el sistema diferencial necesitamos da-
tos de Cauchy, esto es, el valor de la conductividad en
un punto x° = (zg,y0) del dominio. El problema de
Cauchy a resolver es el siguiente

0K

=_— =-K b
(51 or a; + 01
0K
Uz = e = —Kag + by (12)
Yy
K(x0,y0) = Ko

La solucién en un punto x = (z,y) se encuentra
eligiendo una trayectoria adecuada uniendo x con el
punto inicial, e integrando (12) a lo largo de la misma.
Una vez que la conductividad ha sido evaluada, la ecua-
cién (11) se utiliza para obtener la porosidad efectiva
en cualquier punto del dominio.
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Figura 1. Ubicacién geogréfica del acuifero Silao-Romita

2.3.
DS

Interpolacién con RBF y aplicacién al método

Sean h; € R ¢ = 1,..., k, mediciones de niveles pie-
zométricos, en las coordenada x; € D C R? respecti-
vamente. Interpolaremos sobre una malla rectangular
R C D, de M x N nodos con coordenadas Py, n) =
(z(m,n),y(m,n)), donde x(m,n) = zo+m-Az, y(m,n)
=y+n-Ay, m=0,1,.M—-1,n=0,1,... N —1.
El nodo p(o,0) = (w0, %0) corresponde a la esquina infe-
rior derecha de R. Mediante el interpolador dado por la
ecuacion (4) y el sistema obtenemos los coeficientes n y
0Bo. Basta evaluar las siguiente expresién para obtener
la interpolacién en cada nodo de la malla

k
sPmm) = D07 ([[Pamm) = %5) + Bo-

Jj=1

Ahora, empleamos el método DS para la identifica-
cién de la conductividad y el coeficiente de almacena-
miento. La matriz A y los coeficientes a y b que apa-
recen en el método DS involucran primeras y segundas
derivadas parciales de h, que calculamos con diferencias
finitas centradas

oh b (Pemt1,n)) =P (Pm—1,n))
a_ = 6Ih m,n = : - )
oz Ponm)| Z dah (P(m,n) .

oh h (p(m,n+1)) —h (p(m,nfl))

[P(m,n)] = Syh (Pim,n)) =

ay 24y '
Ah [p(m,n)} = 62h (p(m,n)) = [h (p(m+1,n)) +h (p(mfl,n)) +
+h (p(m,n+1)) +h (p(m,nfl)) —4h (p(m,’n))} ! (Ax)72

3. Aplicacidon al acuifero Silao-Romita

El acuifero Silao-Romita se localiza en el estado de
Guanajuato México, colinda con otros acuiferos y para
su estudio ha sido delimitado de acuerdo a la regién
que marca el mapa de la Figura 1. De acuerdo a in-
vestigaciones de campo, las caracteristicas de las rocas
en el subsuelo nos indican que el acuifero Silao-Romita
puede considerarse como freatico.

La Comisién Estatal del Agua de Guanajuato (CEAG)
tiene un programa de monitoreo de los diferentes acuife-
ros del estado. En su base de datos hasta el ano 2000 se
reportan 1,508 pozos de bombeo. En cada pozo regis-
tra la cantidad de agua en metros ciibicos que se extrae
por dia. El acuifero cuenta con 34 pozos de observacion,
donde se mide el nivel fredtico periédicamente (ver Fi-
gura 2).

233 ° N ° -

Eje

21 22 23 24 25 25 27 25
Eje X x10°

Figura 2. Circulos: ubicacién de los pozos de extrac-
cién. Cruces: Ubicacién de los pozos de observacién
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Figura 3. Regién donde se llevo a cabo la identifica-
cién de parametros. Nimero de pozos de bombeo en la
region: 222

En Chéavez et al [2] se realiza una modelacién del
acuifero Silao-Romita previo al 2000, la modelacién es
con diferencias finitas. La malla sobre el acuifero es un
rectangulo de 73,000 x 57, 500 metros, dividido por cel-
das rectangulares de tamano 500x 500 metros. La malla
resultante (malla A) tiene un total de 116 nodos. Cada
nodo posee un indice que senala el valor de la conducti-
vidad hidraulica en direccién x, y y z, asi como la recar-
ga de agua por dia. El acuifero estd dividido en dos ca-
pas. Basta analizar la capa superior. Las mediciones de
niveles piezométricos en los pozos de observacion estan
realizadas con respecto de la capa superior, al igual que
aquellas realizadas en los pozos de bombeo. Supondre-
mos que el nivel inferior de la capa superior es igual
en cada nodo de la malla, esto nos permitira utilizar la
ecuacién (1) para el estudio del acuifero. Para aplicar
el método propuesto en este trabajo, seleccionamos la
subregién rectangular que se muestra en la Figura 3.
Nos interesa una subregién representativa del acuifero
con pocos datos. Esto ultimo con el fin de evaluar el
desempeno de las RBF.

Consideramos el método en varias etapas:

Etapa 1. Interpolacién de los datos

Disponemos de cuatro conjuntos de niveles piezo-
métricos, medidos en los meses de Junio de 1998, Octu-
bre de 1998, Junio de 1999 y Diciembre de 1999, Chévez
et al. [2] pag. 153 y 154. En estado transiente, conside-
raremos los siguientes tiempos correspondientes respec-
tivamente a cada uno de los meses mencionados: ty = 0,
ty = 123, to = 365, t3 = 549 dias. Los datos iniciales
en tg = 0 dias, corresponden a las mediciones del mes
de Junio de 1998. Para la interpolacién de los datos el
pardmetro de forma es € = 0,25 en la FBR multicuadri-
ca ¢(r) = v/1+ €2r2. El valor elegido es el que arrojo
mejores resultados al aplicar el método en el acuifero

Figura 4. Lineas continuas: Malla B. Lineas punteadas:
Malla C

sintético en Moreles et al. [6]. Atin para datos con rui-
do los resultados fueron satisfactorios.

Dividimos la subregién en una malla de 13 x 13 no-
dos (malla B), sobre los cuales interpolaremos. Para
conocer el término fuente en la malla B, debemos tra-
zar una malla imaginaria (malla C') en donde los nodos
de la malla B son los centros de las celdas de la malla
C'. Para determinar la fuente en el nodo (m,n) de la
malla B, identificamos primero los nodos de la malla A
contenidos en la celda (m,n) de la malla C. Luego su-
mamos todas las contribuciones (positivas y negativas)
por cada nodo identificado.

Etapa 2. Aproximacion isotrépica

Del estudio geohidrolégico del acuifero se observa
que la anisotropia es muy débil. En consecuencia con-
sideraremos una aproximacién isotrépica de la conduc-
tividad y utilizar el modelo asociado a (1).

Proyectamos el vector KVh donde K = [K,, K, K|
I, I es la matriz identidad y Vh = [0h/0x,0h/dy, 0],
sobre Vh, con lo que obtenemos

TVh (Kv}l) = KprmrLVha

donde

ah\* oh\>
“(5) +(5)
oh\*  [oh\®
(&) < (&)
es el promedio ponderado de las conductividades K, y
K. Entonces, Kp,om dependerd solamente de las coor-
denadas espaciales si suponemos que h corresponde a

un instante de tiempo fijo, por lo que h corresponderd al
conjunto de condiciones iniciales.

KPTOTR (‘T7 y) =

)
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Figura 5. Niveles piezométricos correspondientes al mes de Octubre de 2000. Lado izquierdo: Flujos interpolados.

Lado derecho: Flujos identificados
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Figura 6. Niveles piezométricos identificados, mes de Julio de 1998 (dia 41)

Etapa 3. Identificacién de parametros

Para reducir la propagacién de error al integrar en
una trayectoria, del anélisis del método DS se sugiere
iniciar en el nodo de la malla B donde la norma del
vector (ap,as) es mas pequenia. Como datos dispone-
mos de la conductividad en las direcciones =,y y z en
todos los nodos de la malla A. Para elegir la terna de
valores (K, K, K,) correspondiente al nodo inicial, es-
cogemos al nodo de la malla A més cercano. Del paso
anterior determinamos la aproximacion isotréopica. Con
el método DS identificamos la conductividad hidraulica
asi como los valores de la porosidad efectiva nodal.

Etapa 4. Validacién

A manera de validacién resolvemos el problema di-
recto con los parametros identificados para aproximar
los niveles piezométricos del mes de Octubre de 2000, a
tiempo t = 853 dias a partir de las condiciones iniciales.

El mes de Mayo de 2000 es el mes més cercano anterior
al mes de Octubre de 2000, en que se hicieron medicio-
nes en los pozos de observacion. Disponemos ademas de
mediciones en el mes de Octubre de 2000, por lo que
podemos interpolar y comparar los niveles con aquellos
obtenidos mediante la solucién al problema directo. Pa-
ra dar valores en la frontera adecuados, elegimos como
condiciones iniciales las interpolaciones de los datos del
mes de Mayo de 2000, a tiempo t = 699 dias a partir de
las condiciones iniciales utilizadas en la identificaciéon
de parametros. Los resultados del flujo en el acuifero se
muestran en la Figura 5.

Podemos seleccionar diversas regiones rectangulares
y hacer un mapa de flujos méas detallado, o bien, reali-
zar un mallado més fino en un rectangulo mas grande.
Para generar las lineas de flujo de la Figura 6 optamos
por la primera opcién, y mostramos las lineas de flujo
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de los niveles piezométricos identificados en diversas re-
giones rectangulares a tiempo t = 41 dias. El propésito
es reproducir el flujo del mes de Julio de 1998. Las con-
diciones iniciales corresponden a las interpolaciones de
los datos del mes de Junio de 1998. Los resultados obte-
nidos estan dentro del rango aceptable para la CEAG.

4. Comentarios finales

Cuando se tienen datos de niveles piezométricos su-
ficientes, el método DS ha probado ser muy eficiente
para la identificaciéon de parametros fenomenolégicos.
En la préactica no necesariamente se tienen los datos
necesarios para inversién con este método. Un propdsi-
to de este trabajo ha sido proponer una técnica de in-
terpolacién para corregir tal deficiencia, y explorar su
aplicabilidad en un caso real. A pesar de las numero-
sas simplificaciones los flujos se reproducen en el rango
permitido por las aplicaciones.

El problema de interpolacién se puede abordar tam-
bién con técnicas geoestadisticas. Consideremos un con-
junto de n datos z;, ¢ = 1,...,n como realizaciones de
las variables aleatorias Z(x;). El problema es estimar el
valor de una variable aleatoria en el punto xg, Z(x¢): El
método preferido es el Kriging, ver Chiles [3]. Al preci-
sar la hipdtesis geoestadistica sobre el campo aleatorio
y sobre su media, se determina el mejor estimador lineal
insesgado. Es inmediato que el estimador es a su vez un
interpolador de los datos z;, ¢ = 1,...,n. La eleccién
de interpolacién con funciones de base radial no es ac-
cidental. Bajo ciertas circunstancias interpolacién con
funciones de base radial es equivalente a estimacién por
el método Kriging en Geoestadistica, ver Kent & Mar-
dia [4]. En Mejia [5] se explora esta relaciéon de manera
mas detallada. En particular se considera el problema
de estimacién de parametros con el método DS, con da-
tos interpolados con funciones de base radial y kriging.
En el caso del acuifero sintético de Moreles el al. [6]
los resultados son idénticos. La misma conclusién que
Borga & Vizzaccaro [1]. Al considerar el acuifero Silao-
Romita la aplicacion del kriging no fue satisfactoria. Se
precisa un analisis geoestadistico méas complejo. La apli-
cacién de RBF fue directa, por lo cual es la propuesta
de este trabajo.

Finalmente, la eficacia de la funcién multicuddri-
ca se ha mostrado exhaustivamente en aplicaciones. De
nuestro conocimiento, una explicacién fundamentada
no existe en la literatura. Tal explicacién seria de in-
terés en varias disciplinas.
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