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RESUMEN 

En este trabajo se propone un-modelo elastoplástico para la simulación del comportamiento 
de materiales ortótropos muy generales del tipo de la mampostería de ladrillos. Este tipo 
de materiales presenta una gran diferencia de resistencias en las direcciones principales de 
anisotropía y además dicha diferencia varía según se trate de procesos de tracción o compresión 
o cualquier otra combinación de tensiones. El modelo que se presenta permite definir este 
tipo general de anisotropía inicial del material y a la vez tener en cuenta la evolución de la 
anisotropía a medida que avanza el proceso elastoplástico. 

El modelo es una generalización de la teoría de plasticidad clásica para el tratamiento de 
materiales anisótropos. Supone la existencia de dos espacios: el espacio anisótropo real y un 
espacio isótropo ficticio. Los tensores de tensión en ambos espacios están relacionados mediante 
un tensor de transformación que tiene en cuenta la anisotropía y depende del estado tensional. 
El problema se resuelve en el espacio isótropo ficticio lo cual permite utilizar funciones de 
fluencia standard desarrolladas para materiales isótropos. 

ELADTOPLASTIC MODEL FOR ORTHOTROPIC MATERIALS 

SUMMARY 

A general orthotropic model adequate for the analysis of complex anisotropic materials like 
masonry is presented. The model takes into account the differences between strength in the 
principal directions of anisotropy and how these differences vary with the type of process, i.e., 
tension, compression or any other combination of stress. In this way a general type of initial 
anisotropy can be defined. The model can also take into account the evolution of anisotropy 
during the elastoplastic process. 

The proposed model comes from a generalisation of classical isotropic theory of plasticity 
and assumes the existence of two spaces: a real anisotropic space and a fictitious isotropic space. 
The stress tensors in both spaces are related through a transformation tensor that takes into 
account the anisotropy and depends on the stress state. The problem is solved in the fictitious 
isotropic space. This allows to use well known yield functions developed for standard isotropic 
materials. 
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Muchos materiales exhiben un comportamiento marcadamente direccional. La 
simulación del comportamiento de este tipo de materiales es un problema de 
gran complejidad. Existen básicamente dos tipos de enfoques para simular el 
comportamiento elastoplástico de este tipo de materiales: formular funciones de 
fluencia para sólidos anisótroposl o simular el comportamiento del sólido anisótropo 
real mediante un sólido ficticio i s ó t r o p ~ ~ , ~ .  

Hilll fue quien formuló el primer criterio de fluencia para materiales anisótropos, 
extendiendo el criterio de fluencia de Von Mises al caso de materiales ortótropos. Otros 
autores4 propusieron diferentes modificaciones al criterio original de Hill. Todos estos 
modelos fueron principalmente desarrollados para metales y su principal inconveniente 
es su incapacidad para simular el comportamiento mecánico de geomateriales, madera, 
fibras y materiales compuestos. 

La idea de trabajar con un sólido isótropo fue introducida por Betten quien empleó 
este tipo de enfoque para simular plasticidad y creep de materiales anisótropos213. 
En trabajos a n t e r i ~ r e s ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  se utilizó esta idea para simular el comportamiento de 
materiales elastoplásticos inicialmente anisótropos. En los mismos se supone la 
existencia de dos espacios: un espacio anisótropo real y un espacio isótropo ficticio. 
El problema se resuelve siempre en el espacio isótropo ficticio utilizando funciones de 
fluencia originalmente desarrolladas para materiales isótropos. Los tensores de tensión 
en ambos espacios están relacionados mediante una transformación lineal. El tensor de 
transformación contiene toda la información sobre la anisotropía inicial del material, 
es independiente del tipo de carga y se mantiene constante a medida que evoluciona el 
proceso elastoplástico. 

Existen, sin embargo, muchos materiales, como la mampostería de ladrillos, cuyo 
comportamiento es bastante más complejo que el que puede describirse mediante 
estos modelos. En este tipo de materiales el grado de anisotropía o la relación entre 
resistencias en distintas direcciones, depende del tipo de estado tensional: compresión, 
tracción u otra combinación de tensiones y, a su vez, evoluciona a lo largo del proceso 
elastoplástico. 

En este trabajo se presenta una generalización de los modelos antes 
 desarrollado^^^^^^^^ que permite tener en cuenta las características de anisotropía 
descritas. A1 igual que en los modelos anteriores, se resuelve el problema en un 
espacio isótropo ficticio. La diferencia es que los tensores de tensión en el espacio 
isótropo ficticio y en el espacio anisótropo real no están relacionados mediante una 
transformación lineal, sino que el tensor de transformación es función del tipo de estado 
tensional y evoluciona con el proceso elastoplástico. 

En primer lugar se presenta el concepto de mapeo de tensiones y se define el 
tensor de transformación, a continuación se desarrollan las ecuaciones fundamentales 
del modelo, luego se esquematiza el proceso de cálculo. 

Por últiimo se presenta la aplicación del modelo propuesto a la simulación del 
comportamiento de un panel de mampostería de ladrillos como un único material 
homogéneo anisótropo. Se muestran las superficies de fluencia obtenidas y la 
comparación de los resultados numéricos con los obtenidos experimentalmente. 
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Transformación de espacios 
" 

El modelo parte de la hipótesis de que existen dos a) un espacio 
anisótropo real y b) un espacio ficticio isótropo (Figura 1). El problema se resuelve en 
el espacio isótropo ficticio lo que permite utilizar modelos elastoplásticos desarrollados 
para materiales isótropos. 

Figura 1. Transformación de Espacios 

Los tensores de tensión en ambos espacios están relacionados mediante una 
transformación del tipo 

Tij = Aijkl(0, liP)ukl (l) 

donde Tij y a k l  son los tensores de tensión en los espacios (a) y (b) respectivamente 
y Aijkl es un tensor de transformación de cuarto orden que contiene la información 
sobre la anisotropía de resistencia. En el caso más general, este tensor es función del 
tipo de estado tensional y de la evolución del proceso elastoplástico. En este trabajo 
se propone para el mismo la siguiente expresión: 

donde lklmn es el tensor de identidad de orden 4. Los tensores A:jkl (lip) y Atjkl(liP) son 
los tensores de transformación correspondientes a procesos de tracción y compresión 
simple y son funciones de la variable de daño plástico td' ref.519J0 que hace las veces 
de variable de endurecimiento plástico isótropo. Para un dado estado termodinámico, 
identificado a través de la variable de daño plástico lip, los tensores Al,,, (lip) y A:jkl (KP) 

se calculan a partir de los valores de las funciones tensoriales de endurecimiento en 
procesos de tracción y compresión simple: 
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donde y f y l  son las funciones tensoriales de endurecimiento en tracción en los espacios 
isótropo ficticio y anisótropo real respectivamente y fiJ y fk1 son las funciones tensoriales 
de endurecimiento en compresión en los espacios isótropo ficticio y anisótropo real 
respectivamente. Todos estos tensores dependen de la evolución del proceso plástico 
a través de la variable de daño plástico ~ c p  y deben estar referidos al sistema de 
coordenadas global. En el caso de materiales ortótropos, si se toma como referencia las 
direcciones principales de anisotropía, estos tensores son diagonales. Los elementos de 
la diagonal son los valores de la función de endurecimiento en dichas direcciones. Para 
poder calcular AGkl ( K P )  y AFjkl(~P) mediante las ecuaciones (3), se debe rotar dichos 
tensores diagonales al sistema de referencia global. 

El tensor Sklmn tiene en cuenta el tipo de estado tensional y se calcula como 

6 6 6 6 a r ' + o r S  
Sklrnn = kr  1s mr ns 

2aTS 
(4) 

El proceso elastoplástico en el espacio isótropo ficticio se describe mediante el 
modelo de daño plástico modificado5, el cual constituye una generalización de la teoría 
clásica de plasticidad para poder tener en cuenta algunos aspectos fundamentales del 
comportamiento de geomateriales. 

El umbral de comportamiento elástico se define mediante una función de f 
l u e n ~ i a ~ ~ ~ ~ ' , ~  

F(ai j ;  ak )  = F(r i j ;  ak )  = O ( 5 )  

donde F y F designan las funciones de fluencia en los espacios anisótropo real'e isótropo 
ficticio y a k  y ak son variables internas correspondientes a dichos espacios. 

La transformación de espacios definida por la ecuación (1) permite utilizar funciones 
de fluencia F definidas para materiales isótropos en el espacio isótropo ficticio. Debe 
notarse que dicho espacio es isótropo en cuanto a resistencia pero no necesariamente 
respecto a otras propiedades como la rigidez elástica, por ejemplo. 

Ley constitutiva secante 

La ley constitutiva secante se escribe como 

o.. = C . .  
2.l zjkl kl (6) 

donde Cijkl es el tensor de rigidez elástica en el espacio anisótropo real y E& el tensor 
de deformaciones elásticas. Esta misma ley se puede escribir como 

- 

rij = Aijkl a k l  = AijklCklmn~&n = Cijmn&n (7) 

donde cjmn = AijklCknmn es el tensor de rigidez elástica en el espacio isótropo ficticio 
y las deformaciones elásticas son idénticas en ambos espacios. 

1 



Flujo plástico 

La deformación plástica en el espacio real se calcula mediante la regla del flujo 

donde G es la función de potencial definida en el espacio de tensiones reales. En lugar 
de trabajar con esta función que debe ser anisótropa, se puede trabajar con una función 
de potencial G definida en el espacio isótropo ficticio tal que 

G(aij, ak) = G(Tij, ak) 
La ecuación (8) se escribe entonces 

donde 

De manera análoga la ley de evolución de las variables internas se escribe como 

Variable de daño plástico 

Entre todas las variables internas, merece especial atención la denominada variable 
de daño plástico KP ya que la misma sirve como variable de endurecimiento plástico y 
permite la actualización del tensor de transformación de espacios. 

En el modelo de daño plástico modificado para materiales i s ó t r o p ~ s ~ ~ ~ ~ ~ ~  se define 
la variable de daño plástico KP adimensionalizando el trabajo plástico de manera de 
obtener una magnitud que varíe entre O y 1 cualquiera sea el proceso de carga. Así 
resultan 

J atiPdt 
K! = para tracción simple 

gt 
J acEPdt KC = para compresión simple 

gc 

donde gt y g, son las energías disipadas por unidad de volumen en procesos de tracción 
y compresión simple. Para un proceso cualquiera 
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donde 

y los ai representan las tensiones principales. 
Tratándose de materiales ortótropos los valores de gt y g, varían según la dirección 

considerada. En principio, se tienen tres pares de valores distintos correspondientes 
a cada una de la direcciones principales de anisotropía. En este caso, se utilizan las 
ecuaciones (15), (16) y (17) para calcular KP.  Pero como es necesario utilizar una única 
energía de referencia para tracción y una única energía de referencia para compresión, 
se eligen por convención 

donde y g: son los valores de energía correspondientes a cada una de las direcciones 
principales de anisotropía. De esta forma se evitan indefiniciones de la matriz de 
transformación y su inversa dentro del rango O 5 KP Lp 1 en el cual se trabaja. 

Ley constitutiva tangente 

La ley constitutiva tangente se obtiene planteando la condición de consistencia 
plástica en el espacio isótropo ficticio de la siguiente manera 

Reemplazando ii j 

aF . 
a A i j k l ~ ~ ñ ~ s O k i )  + -x~=,Q, = O (22) ( n m n  - imn) + - arij aam 86, 

Esto permite encontrar el parámetro de consistencia plástica: 



y a partir de allí, la ley constitutiva tangente 

y el módulo elastoplástico tangente 

aF c C i j r s R r s  m n k l  c : ~ ~ ~  = Cqkr - aF (26) 

ESQUEMA DE CÁLCULO 

En este punto se presenta esquemáticamente el algoritmo de cálculo cuando este 
modelo se utiliza dentro de un programa de elementos finitos para problemas con no 
linealidad física. 

Datos del modelo 

El número de datos necesarios para reproducir el comportamiento mecánico en 
cualquier dirección de un material ortótropo general como el descrito, es bastante 
mayor que en el caso de un material isótropo. La mayoría de los datos requeridos 
para el modelo que se presenta pueden ser obtenidos a partir de las curvas de respuesta 
tensión-deformación para tracción y compresión simple en cada una de las direcciones 
principales de anisotropía. Además hace falta disponer del valor del coeficiente de 
Poisson para completar la matriz de rigidez elástica. Por otro lado, se debe definir la 
función de fluencia en el espacio isótropo ficticio y las constantes correspondientes que 
no puedan ser obtenidas de los valores de resistencia uniaxial. 

Las curvas tensión deformación para tracción y compresión simple en cada una de 
las direcciones principales de anisotropía deben ser transformadaslo en curvas tensión- 
deformación plástica descontando las deformaciones elásticas y luego en curvas tensión 
- variable de daño plástico teniendo en cuenta las ecuaciones (13), (14) y (18). 

Integración de la ecuación constitutiva 

La ecuación constitutiva puede integrarse, por ejemplo, mediante un método de tipo 
retorno m a p e a d ~ ~ ~ " ~ ~ ~ .  En ese caso, la condición de consistencia plástica incremental 
para la iteración k se plantea como 



A partir de esta ecuación, realizando reemplazos análogos a los realizados en (22) 
y (23) y despreciando el resto de los términos, se puede obtener la corrección del 
parámetro de consistencia plástica 

Con esta ecuación se actualiza A A  en forma iterativa. Para un incremento de carga 
m y una iteración n, la ecuación constitutiva se integra según el siguiente esquema: 

1. Obtención del predictor elástico: k = O 

Deformación plástica: ( E $ )  O = ( E $ )  m,n-l 
m,, 
o o 

Deformación elástica: ( E $ )  = ( E ~ ) , , ~  - (b),,, m,, 

Tensión predictora elástica: (o:j) = ( ~ i j ) ; , ~  = C i j k ~  ( E E ~ ) : , ~  
m,, 

o Variables internas: (ai),,, = (ai)m,n-l 

Tensión de transformación: (Aijkl):,, = (Aijki),,,-, 

2. Tensión predictora en el espacio isótropo ficticio: 

3. Verifiación de la condición de fluencia: 

Si F [(%)mjn , ( ~ i ~ ) : , ~ ]  < tolerancia vaya a (13) 

4. Proceso iterativo de integración k = 1 

5 .  Cálculo del parámetro de consistencia plástica: 

6. Actualización de la deformación plástica: 

7. Actualización de la tensión: = CUrs [(Ers),,, - ( E ? ~ ) ; , ~ ]  

8. Actualización de las variables internas: 

(ai);,, = (ai);;; + fAk ,n  (h:s)L,n ( R T S ) ; , ~  
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9. Actualización del tensor de transformación: 

( ~ i j r s ) ; ,  = ( suvr s  )m,, ( ( f i p ) k , n )  + ( ~ u v r s  - ( S U W S  )k,n) ALjuv (( f iP)k ,n)  

10. Tensión en el espacio isótropo ficticio: (rij);,  = ( ~ i ~ . . ) ; ,  (oUv)k,, 

1 1. Verificación de la condición de fluencia: 

F [ ( T ~ ~ ) ; , ,  , (6i)k,n] < tolerancia vaya a (13) 

12. k = k +  1 vuelva a ( 5 )  

14. Evaluación del tensor constitutivo tangente: 

15. FIN 

A modo de ejemplo se muestran los resultados obtenidos para un panel de 
mampostería estudiado por Page et al.13, bajo tensiones planas de compresión. 

Curvas de fluencia 

En este punto se obtienen las curvas de fluencia del panel de mampostería de 
ladrillos sometido a tensiones en su plano14. En la Figura 2 se muestran las superficies de 
fluencia correspondientes a distintas inclinaciones de las tensiones principales respecto 
de las direcciones principales de anisotropía. Dichas superficies de fluencia corresponden 
al espacio anisótropo real y fueron obtenidas utilizando el criterio de Mohr Coulomb en 
el espacio isótropo ficticio para fiP = O ,  otx/oty = 2 y acx/acy  = 0,54. Puede observarse 
que las mismas mantienen la convexidad y representan aproximadamente las superficies 
de fluencia obtenidas experimentalmente por Pagel4 para este tipo de paneles. 

Curvas tensión-deformación 

En este punto se analiza el comportamiento del panel considerando a la 
mampostería como un material homogéneo anisótropo cuyas propiedades mecánicas 
son las obtenidas del preproceso numérico de una celda básica15. 



En la Figura 3 se muestran el panel de mampostería y la malla de 6 elementos 
finitos utilizada. 

En prirner lugar se analiza el panel sometido a una carga cuasiestática de 
compresión perpendicular a la junta horizontal. Los resultados obtenidos se comparan 
con los resultados numéricos correspondientes a una discretización fina, modelando por 
separado los ladrillos y el mortero como materiales isótropos homogéneos, y con los 
resultados experimentales. En la Figura 3 se muestran las curvas carga-desplazamiento 
vertical correspondientes. 

' 0.5 

Figura 2. Curvas de fluencia en el espacio real 
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Figura 3. Curvas carga-desplazamiento para compresión normal a la junta 
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Figura 4. Curvas carga-desplazamiento para compresión paralela a la junta 

En la Figura 4 se presentan los resultados obtenidos para una carga paralela a la 
junta horizontal. 

CONCLUSIONES 

1. El modelo presentado permite reproducir el comportamiento de materiales 
ortótropos muy generales. 

2. Tiene en cuenta la forma en que varía la anisotropía de acuerdo al tipo de estado 
tensional y durante la evolución del proceso elastoplástico. 

3. El modelo se obtiene mediante una transformación no lineal de espacios por lo que 
sólo aparecen algunas transformaciones y derivadas adicionales respecto del caso 
isótropo. 

4. Al trabajar con la condición de fluencia en el espacio isótropo ficticio, no requiere 
la definición de superficies de fluencia, ni de potencial para el caso anisótropo. 

5. El modelo es adecuado para reproducir el comportamiento de materiales ortótropos 
del tipo de la mampostería de ladrillos. 
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6-9 Julio Londres Conference Secretary 
1998 Inglaterra Mrs F. Barkshire 

School of Computing and 
Mathematical Sciences 
University of Greenwich 
Wellington Street, 
London SE18 6PF, UK 
Tel: 44 (0)181 331 8706 
Fax: 44 (0)181 331 8925 
E-mail: f.barkshire@gre.ac.uk 

T h e  Four th  International 18-20 Agosto Edinburgo Prof. B.H.V. Topping 
Conference o n  1998 Escocia Dept. Mechanical Engng. 
Computat ional  St ructures  Riccarton, Edinburgh 
Technology EH14 4AS, U.K. 

Tel: 44 131 451 3141 
Fax: 44 131 451 3593 
http://www.saxe-coburg.co.uk 

T h e  Firs t  International 18-20 Agosto Edinburgo Prof. B.H.V. Topping 
Conference o n  1998 Escocia Dept. Mechanical Engng. 
Engineering Computational Heriot-Watt University 
Technology Riccarton, Edinburgh 

EH14 4AS, U.K. 
Tel: 44 131 451 3141 
Fax: 44 131 451 3593 
http://www.saxe-coburg.co.uk 

B E M  20 
20 th  World 
Conference o n  t h e  
Boundary Element 
Method  

19-21 Agosto Orlando 
1998 Florida 

E.U.A. 

Sixth  P a n  American 4-8 Enero Río de 
Congress of Applied 1999 Janeiro 
Mechanics P A C A M  V I  Brasil 

D I N A M E  
7th. International 
Conference o n  D ynamical 
Problems i n  Mechanics 

Ms. Liz Kerr 
Conference Secretariat 
Wessex Institute of Technology 
Ashurst Lodge, Ashurst 
Southampton S040 7AA, UK 
Tel: 44 (0)1703 293223 
Fax: 44 (0)1703 292853 
E-mail: liz@wessex.ac.uk 
http://www.wessex.ac.uk/ 

Djenane Pamplona 
Hans 1. Weber 
PUC-Rio, Brazil 
E-mail: 
pacam99Qciv.p~~-rio. br 
Charles R. Steele 
Stanford University, USA 
E-mail: 
chasst@lelend.stanford.edu 
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The Seventh International Primavera 
Conference on 1999 
Civil and Structural 
Engineering Computing 

The Fith International Primavera 
Conference on 1999 
The Application of 
Artificial Intelligence 
to Civil and Structural 
Engineering 

Prof. B.H.V. Topping 
Dept. Mechanical Engng. 
Heriot-Watt University 
Riccarton, Edinburgh 
EH14 4AS, U.K. 
Tel: 44 131 451 3141 
Fax: 44 131 451 3593 
http://www.saxe-coburg.co.uk 

Prof. B.H.V. Topping 
Dept. Mechanical Engng. 
Heriot-Watt University 
Riccarton, Edinburgh 
EH14 4AS, U.K. 
Tel: 44 131 451 3141 
Fax: 44 131 451 3593 
http://www.saxe-coburg.co.uk 


